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Problema das n rainhas
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Problema das n rainhas

Problema: Dado n determinar todas as maneiras de
dispormos n rainhas em um tabuleiro "de xadrez" de
dimens3do n X n de maneira que duas a duas elas ndo
se atacam.
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Imagem: http://software.intel.com/en-us/articles/multicore-enabling-the-n-queens-problem-using-cilk /. ) o
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Problema das 8 rainhas

Existem (684) maneiras diferentes de dispormos 8
pecas em um tabuleiro de dimensdo 8 x 8

4
(68 ) = 4426165368 ~ 4 4 bilhdes

Suponha que conseguimos verificar se uma
configuracdo é valida em 1072 segundos.
Para verificarmos todas as 44 bilhGes gastariamos

4400000 seg ~ 73333 min & 1222 horas = 51 dias.



Problema das 8 rainhas

Como cada linha pode conter apenas uma rainha,
podemos supor que a rainha i serd colocada na
coluna s[i] da linha 1.

Portanto as possiveis solucdes para o problema so
todas as sequéncias

sobre 1,2,...,8

Existem 8% = 16777216 possibilidades. Para
verifica-las gastariamos

16777,216 seg ~ 280 min = 4,6 horas



Problema das 8 rainhas

Existem outras restricGes:
(i) para cada i, j, k # j, s[k] # s[j] (=duas
rainhas ndo ocupam a mesma coluna); e

(if) duas rainhas ndo podem ocupar uma mesma
diagonal.

Existem 8! = 40320 configura¢Bes que satisfazem (i).

Essa configuracdes podem ser verificadas em

~ 40 seg.



Funcdo nRainhas

A funcdo nRainhas a seguir imprime todas as
configuracdes de n rainhas em uma tabuleiro n X n
que duas a duas ela ndo se atacam.

A funcdo mantém no inicio da cada iteracdo a
seguinte relacdo invariante

(i0) s[1..1i—1] & uma solugdo parcial do problema

Cada iteracdo procura estender essa solucio
colocando uma rainha na linha i



Funcdo nRainhas

A func3o utiliza as funcdes auxiliares

/* Imprime tabuleiro com rainhas em
s[1..1] */

void

mostreTabuleiro(int n, int i, int *s);

/* Supoe que s[l1..i-1] e solucao parcial,
* verifica se s[1..1i] e solucao parcial
*/

int solucaoParcial(int i, int *s);



Funcdo nRainhas

void nRainhas (int n) {

int i; /% linha atual */

int j; /* coluna candidata */

int nJogadas = 0; /* num. da jogada */
int nSolucoes = 0; /* num. de sol. %/
int *s = mallocSafe((n+1)*sizeof(int));
/* s[i] = coluna da linha i em que

* esta a rainha 1, para i=1,...,n.

* Posicao s[0] nao sera usada.

*/



Funcdo nRainhas

/* linha inicial e coluna inicial */
i=3o=1;
/* Encontra todas as solucoes. */
while (i > 0) {
/* s[1..1i-1] e’ solucao parcial */
int achouPos = FALSE;
while (j <= n && achouPos == FALSE) {
sli]l = j;
if (solucaoParcial(i,s) == TRUE)
achouPos = TRUE;
else j += 1;



Funcdo nRainhas
if (j <= n) {/* AVANCA x*/

1 +=1;

j =1

if (i == n+1) {
/* uma solucao foi encontrada */
nSolucoes++;
mostreTabuleiro(n,s);
j = sl--1] + 1; /* volta */

¥
} else { /* BACKTRACKING x*/
j = sl--i]+1;

+
+



+

Funcdo nRainhas

printf(stdout,"\n no. jogadas = %d"
"\n no. solucoes = %d.\n\n",
nJogadas, nSolucoes);

free(s);



Rainhas em uma mesma diagonal

Se duas rainhas estdo nas posicdes (i,3) e (p,q)
entdo elas estdo em uma mesma diagonal se

itj==ptqoui—-j==p—q.

Isto implica que duas rainhas estdo em uma mesma
diagonal se e somente se

l1—p==q—joul—p==3J—q.
ou seja

i —p|==lqa— ]l



solucaoParcial

A fungdo solucaoParcial recebe um vetor s[1.. 1]
e supondo que s[1..1i-1] é uma solucdo parcial
decide se s[1..1] é uma solucdo parcial.

Para isto a funcdo apenas verifica se a rainha
colocada na posicdo (1i,s[i]) esta sendo ataca por
alguma das rainhas colocadas nas posicdes

(1,s[1]),(2,8[2]), ..., (i—1,s[i—1]) .



solucaoParcial

int solucaoParcial(int i, int *s){
int j = s[i];
int k;
for (k = 1; k < i; k++){
int p = k;
int q = s[k];
if (q == j
Il i+j == p*q
Il i-j == p-q)
return FALSE;
+
return TRUE;
+



Alguns nameros

nrainhas
n jogadas | solugdes | tempo
4 60 2 10.000s
8 15072 92 | 0.000s
10 348150 7241 0.012s
12 10103868 14200 | 0.500s
14 | 377901398 365596 | 21.349s
15 1 2532748320 | 2279184 | 3m21s
16 7| 14772512 | 18m48s




Backtracking

Backtracking (=tentativa e erro =busca exaustiva) é
um método para encontrar uma ou todas as solucdes
de um problema.

A obtencdo de uma solucido pode ser vista como uma
sequéncia de passos/decisdes.

A cada momento temos uma solucdo parcial do
problema. Assim, estamos em algum ponto de um
caminho a procura de uma solucio.



Backtracking

Cada iteracdo consiste em tentar estender essa
solucdo parcial, ou seja, dar mais um passo que nos
aproxime de uma solucdo.

Se ndo é possivel estender a solucdo parcial, dar esse
passo, voltamos no caminho e tomamos outra
direcdo/decisdo.



Backtracking

Para descrever backtracking frequentemente é usada
a metafora "procura pela saida de um labirinto".




Backtracking

A solucdo que vimos para o Problema das n rainhas é
um exemplo classico do emprego de backtracking.

No inicio de cada iteracdo da funcio nRainhas
temos que s[1 . .1-2] é uma solucdo parcial:

(1,5[1]),..., (2 — 1,8[1 — 1]) sdo posicBes
de rainhas que duas a duas elas ndo se atacam.



Arvore de estados

q
.i,-_._.

s,
i
i
5
W

uH

=
H
.

Imagem: http://cs.smith.edu/ thiebaut/transputer/chapter9/chap9-4. html


http://cs.smith.edu/~thiebaut/transputer/chapter9/chap9-4.html

Arvore de estados

USING BACKTRACKING TO
SOLVE U- QUEENS

THE ORAMGE S UARES REFRESENT
THE FLACEMEMT OF 0UEEME.
EAZED OFF OF A DIAGRAM IM [E1

Imagem: http://4c.ucc.ie/web/outreach/tutorial.html
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Func¢do nRainhas (outra versdo)

A funcdo nRainhas a seguir imprime todas as
configuracdes de n rainhas em uma tabuleiro n X n
que duas a duas ela ndo se atacam.

A mantém no inicio da cada iteracdo a seguinte
relacdo invariante

(i0) s[1..1—2] & uma solugdo parcial do problema

Cada iteracdo procura estender essa solucao
colocando uma rainha na linha i



Func¢do nRainhas (outra versdo)

A funcido utiliza as funcdes auxiliares

/* Imprime tabuleiro com rainhas em
s[1..1i] */

void

mostreTabuleiro(int n, int i, int *s);

/* Supoe que s[l..i-1] e solucao parcial,
* verifica se s[1..1i] e solucao parcial
*/

int solucaoParcial(int i, int *s);



Func¢do nRainhas (outra versdo)

void nRainhas (int n) {
int testouTudo = FALSE;
int i; /* linha atual */
int j; /* coluna candidata */
int nJogadas = 0; /* num. da jogada */
int nSolucoes = 0; /* num. de sol. %/
int *s = mallocSafe((n+1)*sizeof(int));
/* s[i] = coluna em que esta a rainha i
* da linha i, para i=1,...,n.
* Posicao s[0] nao sera usada.

*/



Func¢do nRainhas (outra versdo)

/* linha inicial e coluna inicial */
i=3=1;
/* Encontra todas as solucoes. */
while (testouTudo == FALSE) {
/* s[1..1i-2] eh solucao parcial */
/* (i,j) e’ onde pretendemos colocar
uma rainha */

/* CASO 1: nLin == 0 */
if (1 == 0) {

testouTudo = TRUE;
ks



Func¢do nRainhas (outra versdo)

/* CASO 2: j == n+l1 0OU
s[1..i-1]) nao e’ solucao parcial */
else if (j == n+1 ||
solucaoParcial(i-1,s)==FALSE){
/* BACKTRACKING */
/* voltamos para a linha anterior e
* tentamos a proxima coluna
*/
j = sl--i]+1; /* stackPop() */



Func¢do nRainhas (outra versdo)

/* Caso 3: 1 == n+1 %/

else if (i == n+1) {
/* uma solucao foi encontrada */
nSolucoes++;
mostreTabuleiro(n,i-1,s);
/* retira do tabuleiro a ultima
* rainha colocada e volta
*/
j = sl--i]+1; /* stackPop() */



Func¢do nRainhas (outra versdo)

/* CASO 4: j <=n &&
s[1..i-1] e solucao parcial */
else {
/* AVANCA */
s[i++] = j; /* stackPush() */
j=1
nJogadas++;



Func¢do nRainhas (outra versdo)

printf(stdout,"\n no. jogadas = %d"
"\n no. solucoes = %d.\n\n",
nJogadas, nSolucoes);

free(s);
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