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Contador binario
Incrementa de 1 o nliimero binario representado por

A[0. . k1],

INCREMENT (A, k)

1 i+0

2 enquanto i <ke A[i] =1 faca
3 Ali] <0

4 i1i+1

5 sei<k

6 entdo Ai] «+ 1



Contador binario
Incrementa de 1 o nliimero binario representado por

A[0. . k1],

INCREMENT (A, k)

1 i+0
2 enquanto i <ke A[i] =1 faca
3 Ali] <0
4 i+ i+1
5 sei<k
6 entdo Ai] «+ 1
Entrada:
k-1 3210

(O[1]Of1L[1] A




Contador binario
Incrementa de 1 o nliimero binario representado por

A[0. . k1],

INCREMENT (A, k)

1 1i+0
2 enquanto i <ke A[i] =1 faca
3 Ali] <0
4 i+—i+41
5 sei<k
6 entdo Ai] «+ 1
Entrada: Saida:
k1 3210 k1 3210

(0[1]Of1]t[1] A [0]t[1]0]O[0] A




Consumo de tempo

linha consumo de todas as execucoes da linha

SOk~ DN

total O(k) +©(1) = O(k)

“Custo” =
consumo de tempo = ndmero de bits alterados

= O(k)



Sequéncia de n chamadas

A comeca zerado.

INCR INCR --- INCR INCR INCR

Consumo de tempo é O(nk)



Sequéncia de n chamadas

A comeca zerado.

INCR INCR --- INCR INCR INCR

Consumo de tempo é O(nk)

EXAGERO!



Exemplo

n=16 k=6
A A
543210 543210
000000 001000
000001 001001
000010 001010
000011 001011
000100 001100
000101 001101
000110 001110
000111 001111

010000
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A A
543210 543210
000000 001000
000001 001001
000010 001010
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000100 001100
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A0]

muda

n

VEeZES



Exemplo

n=16 k=6
A A
543210 543210
000000 001000
000001 001001
000010 001010
000011 001011
000100 001100
000101 001101
000110 001110
000111 001111

010000

Al0]
All]

muda

n

[n/2]

VEeZES



Exemplo

n=16 k=6
A A
543210 543210
000000 001000
000001 001001
000010 001010
000011 001011
000100 001100
000101 001101
000110 001110
000111 001111

010000

Al0]
All]
Al2]

muda

[n/2]
[n/4]

VEeZES



Exemplo

n=16 k=6
A A
543210 543210
000000 001000
000001 001001
000010 001010
000011 001011
000100 001100
000101 001101
000110 001110
000111 001111

010000

Al0]
All]
Al2]
Al3]

muda

[n/2]
[n/4]
[n/8]

VEeZES



Analise agregada

Custo total:
llgn] < 1
ZVI.J<I1 — = 2n = O(n)
i=o L2* i=0 2*

Custo amortizado (= custo médio) de uma
operacao:

2n

n
Este foi o método agregado de analise: soma os
custos de todas as operacdes para determinar o
custo amortizado de cada operacao

= 0(1)



Custo amortizado

O custo amortizado de uma operacao é o custo
médio da operacao quando considerada em uma
sequéncia de operacoes do ADT.



Conclusoes

O consumo de tempo de uma sequéncia de n
execucdes do algoritmo INCREMENT é O(n).

O consumo de tempo amortizado do algoritmo
INCREMENT é O(1).




Meétodo de analise contabil

A comeca zerado.
Pague $2 para mudar A[i] de 0 — 1

$0 para mudar A[i] de 1 — 0



Meétodo de analise contabil

A comeca zerado.
Pague $2 para mudar A[i] de 0 — 1

$0 para mudar A[i] de 1 — 0

$1 é pago pela operacdo

Ali] muda de 0 — 1 { $1 é colocado na poupanca.

Ali] mudade 1 — 0:
paga com poupanca do i-ésimo bit.



Meétodo de analise contabil

A comeca zerado.
Pague $2 para mudar A[i] de 0 — 1

$0 para mudar A[i] de 1 — 0

$1 é pago pela operacdo

Ali] muda de 0 — 1 { $1 é colocado na poupanca.

Ali] mudade 1 — 0:
paga com poupanca do i-ésimo bit.

Custo amortizado por chamada de INCREMENT: <
$2 (no maximo uma mudanca 0 — 1 é feita).



Meétodo de analise contabil

A comeca zerado.
Pague $2 para mudar A[i] de 0 — 1

$0 para mudar A[i] de 1 — 0

$1 é pago pela operacdo

Ali] muda de 0 — 1 { $1 é colocado na poupanca.

Ali] mudade 1 — 0:
paga com poupanca do i-ésimo bit.

Custo amortizado por chamada de INCREMENT: <
$2 (no maximo uma mudanca 0 — 1 é feita).

Como $ armazenado nunca é negativo, uma
sequéncia de n chamadas de INCREMENT custa



Tabelas dinamicas
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Tabelas dinamicas

11111
22222
11111 33333
22222 44444
n > t
33333 55555
44444
n[T]= ndmero de itens t[T]= tamanho de T

Inicialmente n[T] = t[T] = 0



Insercao
TABLE-INSERT (T,z) > Insere x na tabela T

1 set[T]=0
2 entdo aloque tabela[T] com 1 posicdo
3 t[T] + 1
4 sen[T| = t[T]
5 entdo aloque nova-tabela com 2 t[T] pos.
6 insira itens da tabela[T] na nova-tabela
7 t[nova-tabela)] + 2 t[T]
8 libere tabela[T]
9 tabela[T] <= nova-tabela
10 insira = na tabela[T]

11  n[T] + n[T] +1

Custo = nmero de insercdes elementares (linhas 6 e 10)



Sequéncia de m TABLE-INSERTS

1% op 2% op

T() > Ty > To —>"'2>Tm

T, = estado de T depois da i* operacao.



Sequéncia de m TABLE-INSERTS

1% op 2% op

T() > Ty > To —>"'H>Tm

T, = estado de T depois da i* operacao.

Custo real da * operacao:

1 se ha espaco
C; — .
n, se tabela cheia,

onde n; = valor de n[T] depois da i* operacdo
= 1.



Sequéncia de m TABLE-INSERTS

1% op 2% op m® op

T() > Ty > T9g — -+ — T,

T, = estado de T depois da i* operacao.

Custo real da * operacao:

1 se ha espaco
C; — .
n, se tabela cheia,

onde n; = valor de n[T] depois da i* operacdo
= 1.

Custo de uma operacdo = O(m).



Sequéncia de m TABLE-INSERTS

1% op 2% op m® op

T() > Ty > T9g — -+ — T,

T, = estado de T depois da i* operacao.

Custo real da * operacao:

1 se ha espaco
C; — .
n, se tabela cheia,

onde n; = valor de n[T] depois da i* operacdo
= 1.

Custo de uma operacdo = O(m).

Custo das m operacdes = O(m?).  Exagero!



Exemplo

n[T] t[T] custo
(operacdo)
1 1 1
2 2 1+1
3 4 142
4 4 1
5 8 1+4
6 8 1
7 8 1
8 8 1
9 16 148
10 16 1
16 16 1
17 32 1+16
33 64 1+32

11111

11111
22222

11111

22222

33333

44444

-

11111

22222

11111

22222

33333

44444

11111
22222

38888




Custo amortizado

Custo total:

m k.
S = m+Y. 20 = m42M 1 < m42m—1 < 3m
i=1 i=0

onde k = |lg(m — 1)

Custo amortizado:

3m



Conclusoes

O custo de uma sequéncia de m execucoes do
algoritmo TABLE-INSERT é O(m).

O custo amortizado do algoritmo
TABLE-INSERT é O(1).




Método de anélise agregada

» 1m operacdes consomem tempo T'(m).



Método de anélise agregada

» 1m operacdes consomem tempo T'(m).
» custo médio de cada operacgdo é T'(m)/m.

» custo amortizado de cada operacdo é T'(m)/m.



v

v

v

v

Método de analise agregada

m operacdes consomem tempo T'(1m).
custo médio de cada operacdo é T'(m)/m.
custo amortizado de cada operacdo é T'(m)/m.

defeito: no caso de mais de um tipo de
operacao, o custo de cada tipo nao é
determinado separadamente.



Meétodo de analise contabil
TaBLE-INSERT (T, x)

credito < credito + 3

1 se t[T]=0
2 entdo aloque tabela|T] com 1 posigdo
3 t[T] + 1
4 se n[T] = t[T]
5 entdo aloque nova-tabela com 2t[T| pos.
6 insira itens da tabela|T] na nova-tabela
custo < custo + n|T|
7 libere tabela[T]
8 tabela[T] <= nova-tabela
9 t[T] + 2t[T]
10  insira z na tabela[T]
11 [T «n[T]+1

custo < custo + 1



. Método de analise contabil ,
Invariante: soma créditos > soma custos reais

n[T] t[T] custo crédito saldo
1 1 1 3 2
2 2 1+1 3 3
3 4 142 3 3
4 4 1 3 5
5 8 1+4 3 3
6 g 1 3 5
7 8 1 3 7
8 g 1 3 9
9 16 1+8 3 3
10 16 1 3 5
16 16 1 3 17
17 32 1+16 3 3



Meétodo de analise contabil

11111
1111 $2 ; 11111

99992
1111 30 33333
22222 30 C |44
rd
11111 | | 33333 $2
11111 $0 99999 | | 44444 $2

~

99992 $2




Método de analise contabil
Pague $1 para inserir um novo elemento

guarde $1 para eventualmente mover o novo elemento
guarde $1 para mover um elemento que ja esta na tabs

Custo amortizado por chamada de TABLE-INSERT:
< $3
Sequéncia de m chamadas de TABLE-INSERT.

Como $ armazenado nunca é negativo,

soma custos reais < soma custos amortizados

= 3m

O(m)



Método de analise contabil
cada operacao paga seu custo real

cada operacao recebe um certo niimero de
créditos
(chute de custo amortizado)

balanco nunca pode ser negativo
soma créditos > soma custos reais

créditos nao usados sao guardados para pagar
operacdes futuras.

custo amortizado de cada tipo de operacao
pode ser determinado separadamente



Conclusoes

O custo de uma sequéncia de m execucoes do
algoritmos TABLE-INSERT é O(m).

O custo amortizado do algoritmo
TABLE-INSERT é O(1).




Sequencia de INSERT e DELETE

Sequéncia de operacbes TABLE-INSERT e
TABLE-DELETE

I+ D11 DI D D1 D D I I

Custo total de uma sequéncia de TABLE-INSERT e
TABLE-DELETE?



Remocao

Remove um elemento x da tabela T
TaBLE-DELETE (T,z) [> supde z na tabela[T]

1 remova x da tabela|T]

2 n[T]+n[T] -1

3 se n[T] <t[T]/2 > tabela esta "vazia'?

4 entdo aloque nova-tabela com t[T|/2 pos.

5 insira itens da tabela[T] na nova-tabela
6 t{nova-tabela] < t[T]/2

7 n[nova-tabela)] < n|[T]

8 libere tabela[T]

9 tabela[T] < nova-tabela

Custo = nGmero de remocdes e insercbes elementares
(linhas 1 e 5)



Sequéncia de INSERT e DELETE
Sequéncia de operacdes TABLE-INSERT e
TABLE-DELETE

Il - ¢ 11 DD1T1DDTIID

D

m

Se m = 4k, entdo, o custo total da sequéncia:

O©2k) +kO(2k) = @(T;) + T @(T;) — O(m?)



Remocao

Remove um elemento x da tabela T
TaBLE-DELETE (T,z) [> supde z na tabela[T]

1 remova x da tabela|T]

2 n[T]+n[T] -1

3 se n[T] <t[T]/4 > tabela esta "vazia'?

4 entdo aloque nova-tabela com t[T|/2 pos.

5 insira itens da tabela[T] na nova-tabela
6 t[nova-tabela] < t[T]/2

7 n[nova-tabela)] < n|[T]

8 libere tabela[T]

9 tabela[T] < nova-tabela

Custo = nGmero de remocdes e insercbes elementares
(linhas 1 e 5)



Sequéncia de m operacoes

1% op 2% op m® op

TO > Tl > T2 H ct H T/,n

T, = estado de T depois da i* operacao.

Custo real da * operacao se for TABLE-INSERT:

. 1  se ha espaco
] n; se tabela cheia

onde n; = valor de n[T] depois da i* operacdo

Custo de uma operacdo = O(m)



Sequéncia de m operacoes

1% op 2% op m® op

T() > Ty > T9g — -+ — T,,

T, = estado de T depois da i* operacao.

Custo real da 7* operacao se for TABLE-DELETE:

o= 1 sen;, 1> ti_1/4
v 14+n;, sen; :ti_1/4

onde n; = valor de n[T] depois da i* operacdo
e t; = valor de t[T] depois da * operacdo

Custo de uma operacdo = O(m)

Custo das m operacdes = O(m?) Exagero!



Conclusoes

O custo de uma sequéncia de m execucoes dos
algoritmos TABLE-INSERT e TABLE-DELETE
é O(m).

O custo amortizado dos algoritmos
TABLE-INSERT e TABLE-DELETE é O(1).




Pilhas redimensionaveis

Pilha (= stack) e sua API (PF)
1.3 Bags, Queues, and Stacks (SW)


https://www.ime.usp.br/~pf/estruturas-de-dados/aulas/stack.html
https://algs4.cs.princeton.edu/13stacks/

Pilhas redimensionaveis

Considere a implementac&o de saco (Bag) em vetor
com redimensionamento.

O custo amortizado da operacdo add() é muito
baixo, pois cada ocorréncia de uma execucao lenta
de add() é precedida por muitas ocorréncias de
execucoes rapidas.



Pilhas redimensionaveis

public class Stack<Item>

Stack() construtor cria uma pilha de
[tems vazia
void push(Item item) insere item nesta pilha
Item pop () remove o [tem mais recente
desta pilha
boolean isEmpty ) esta pilha esta vazia?

int size() numero de Items nesta pilha




Pilhas redimensionaveis
256 —

one gray dot 128
for each operation /
64

<

red dots give curulative average 5

/

cost (array references)

o
|

number of add() operations 128

o

Amortized cost of adding to a RandomBag
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