Busca em largura

AULA 22

Fonte: http://catalog.flatworldknowledge.com/bookhub/

Busca ou varredura Busca em largura

A busca em largura (=breadth-first search search

Um algoritimo de busca (ou varredura) examina, = BFS) comeca por um vértice, digamos s,
sistematicamente, os vértices e os arcos de um especificado pelo usudrio.
digrafo. O algoritmo

visita s,

Cada arco é examinado uma sé vez.
Depois de visitar sua ponta inicial o algoritmo
percorre 0 arco e visita sua ponta final.

depois visita vértices a distancia 1 de s,
depois visita vértices a distancia 2 de s,
depois visita vértices a distancia 3 de s,
e assim por diante
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Arborescéncia da BFS

A busca em largura a partir de um vértice s
descreve a arborescéncia com raiz s

&

Representacao da BFS

Podemos representar essa arborescéncia
explicitamente por um vetor de pais edgeTo[]

o

Class BFSpaths

BFSpaths visita todos os vértices do digrafo G que
podem ser alcancados a partir de s.

A visita aos vértices é registrada no vetor
marked[]. Se v foi entdo marked[v] == true.

Para isso BFSpaths usa uma fila de vértices:

Queue<Integer> q = new Queue<Integer>();

Arborescéncia da BFS

Essa arborescéncia é conhecida como
arborescéncia de busca em largura (= BFS tree)

ﬁ

Representacao da BFS
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BFSpaths: esqueleto

public class BFSpaths {
private final int s;
private boolean[] marked;
private int[] edgeTo;
private int[] distTo;
public BFSpaths(Digraph G, int s) {}
private void bfs(Digraph G, int s) {}
public boolean hasPath(int v) {}
public Iterable<Integer> pathTo(int v)



BFSpaths

Encontra um caminho de s a todo vértice
alcancavel a partir de s.

public BFSpaths(Digraph G, int s) {
marked = new boolean[G.V()];
edgeTo = new int[G.V()];
distTo = new int[G.VO];
this.s = s;

bfs(G, s);
}
bfs(): iteracao
while (!q.isEmpty()) {
int v = g.dequeue();
for (int w : G.adj(v)) {
if ('marked[w]) {
edgeTolw] = v;
marked[w] = true;
q.enqueue (w) ;
}
}
}
}

BFSpaths

Retorna um caminho de s a v ou null se um tal
caminho n3o existe.

// Método copiado de DFSpaths.
public Iterable<Integer> pathTo(int v) {
if (lhasPath(v)) return null;
Stack<Integer> path =
new Stack<Integer>();
for (int x = v; x != s; x = edgeTo[x])
path.push(x);
path.push(s);
return path;

bfs(): inicializacoes

private void bfs(Digraph G, int s) {

Queue<Integer> g= new Queue<Integer>();
marked[v] = true;
q.enqueue(s);

// aqui vem a iteragdo do préximo slide

BFSpaths

H& um caminho de s a v?

// Método copiado de DFSpaths.
public boolean hasPath(int v) {
return markedl[v];

}

Relacbes invariantes

Digamos que um vértice v foi visitado se
marked[v] == true

No inicio de cada iteracdo vale que

» todo vértice que esta na fila ja foi visitado;

» se um vértice v ja foi visitado mas algum de
seus vizinhos ainda n3o foi visitado, entdo v
esta na fila.

Cada vértice entra na fila no maximo uma vez.
Portanto, basta que a fila tenha espaco suficiente
para G.V() vértices.



Consumo de tempo BFS versus DFS

» busca em largura usa fila, busca em
profundidade usa pilha

» a busca em largura é descrita em estilo
O consumo de tempo da funcdo BFSpaths para iterativo, enquanto a busca em profundidade é
vetor de listas de adjacéncia é O(V +E). descrita, usualmente, em estilo recursivo

» busca em largura comeca tipicamente num
vértice especificado, a busca em

profundidade, o préprio algoritmo escolhe o
O consumo de tempo da fung¢do BFSpathspara vértice inicial

. c Ay 9 . . s -
matriz de adjacéncia & O(V°). » a busca em largura apenas visita os vértices

que podem ser atingidos a partir do vértice
inicial, a busca em profundidade, tipicamente,
visita todos os vértices do digrafo

Caminhos minimos Comprimento

O comprimento de um caminho é o nimero de

4 |5 bl td . . o~
oo S A arcos no caminho, contanto-se as repeticdes

Exemplo: 2-4-1-3-5-4-5 tem comprimento 6

| “Dear Andy: How have you been?
Your mother and I are fine. We miss you.
Please sign off your computer and come
downstairs for something to eat. Love, Dad.”

Fonte: http://vandanasanju.blogspot.com.br/

Comprimento Distancia

A distancia de um vértice s a um vértice t é o
menor comprimento de um caminho de s a t. Se
nao existe caminho de s a t a distancia é infinita

O comprimento de um caminho é o niimero de
arcos no caminho, contanto-se as repeticoes.

Exemplo: 2-4-1-3-5 t imento 4
xemplo 3-5 tem comprimento Exemplo: a distdnciade 2 a5 é4




Distancia
A distancia de um vértice s a um vértice t é o

menor comprimento de um caminho de s a t. Se
nao existe caminho de s a t a distancia é infinita

Exemplo: a distancia de 0 a 2 é infinita

Calculando distancias

Problema: dados um digrafo G e um vértice s,
determinar a distancia de s aos demais vértices do
digrafo

v
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Simulacao

Simulacao

Nova classe BFSpaths

BFSpaths armazena no vetor distTo[] a distancia
do vértice s a cada um dos vértices do digrafo G

A distancia 'infinita’ é representada por G.V()

private static final int INFINITY=G.V();
private int[] distTo = new int[G.V()];

Nova BFSpaths: esqueleto

public class BFSpaths {

private static final int INFINITY;
private final int s;

privatebooleanf]marked;

private int[] edgeTo;

private int[] distTo;

public BFSpaths(Digraph G, int s) {}
private void bfs(Digraph G, int s) {}
public boolean hasPath(int v) {}
public boolean distTo(int v) {}
public Iterable<Integer> pathTo(int v)



BFSpaths

Encontra um caminho de s a todo vértice
alcancavel a partir de s.

public BFSpaths(Digraph G, int s) {
INFINITY = G.Vcor();
marked—=—new booleanlG-VO1+
edgeTo = new int[G.V()];
distTo = new int[G.V(Q];
this.s = s;
for (int v = 0; v < G.VQ); v++)

distTolv INFINITY;
bfs(G, s);
+
bfs(): iteracao
while (!q.isEmpty()) {
int v = g.dequeue();
for (int w : G.adj(v)) {
if (markedfwP)—f
if (distTol[w] == INFINITY) {
edgeTo[w] = v;
distTo[w] = distTol[v] + 1;
markedlwl—=—true;
q.enqueue (w) ;
}
+
+
}

BFSpaths

Retorna um caminho de s a v ou null se um tal
caminho n3o existe.

// Método copiado de DFSpaths.
public Iterable<Integer> pathTo(int v) {
if (thasPath(v)) return null;
Stack<Integer> path =
new Stack<Integer>();
for (int x = v; x != s; x = edgeTo[x])
path.push(x);
path.push(s);
return path;

}

bfs(): inicializacoes

private void bfs(Digraph G, int s) {

Queue<Integer> g= new Queue<Integer>();
markedfv]—=trues

distTo[s] = O;

q.enqueue(s);

// aqui vem a iteragdo do prdéximo slide

BFSpaths

H4 um caminho de s a v?

// Método adaptado de DFSpaths.
public boolean hasPath(int v) {
return distTo[v] < INFINITY;

}

// retorna o nimero de arcos em um
// caminho minimo de s a t
public int distTo(int v) {

return distTol[v];

}

Relacbes invariantes

No inicio de cada iteracdo a fila consiste em

zero ou mais vértices a distancia d de s,
seguidos de zero ou mais vértices a
distancia d+1 de s,

para algum d

Isto permite concluir que, no inicio de cada iteracdo,
para todo vértice x, se distTo[x] != G.V() entdo
distTo[x] é a distancia de s a x



Consumo de tempo

O consumo de tempo de BFSpaths para vetor
de listas de adjacéncia é O(V +E).

O consumo de tempo de BFSpaths para matriz
de adjacéncia é O(V?).

Condicao de inexisténcia

Se distTo[t]==INFINITO para algum vértice t,
entao

S = {v:distTo[v]< INFINITO}
T = {v:distTo[v] == INFINITO}

formam um st-corte (S, T) em que todo arco no
corte tem ponta inicial em T e ponta final em S

Apéndice: 1-potenciais

Potential
Difference
o Y- 50
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A B
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Battery

Fonte: Difference Between Electromotive Force &

Potential Difference

Arborescéncia da BFS
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Conclusao

Para quaisquer vértices s e t de um digrafo, vale
uma e apenas umas das seguintes afirmacoes:

» existe um caminhode s a t

» existe st-corte (S,T) em que todo arco no
corte tem ponta inicial em T e ponta final
em S.

Fonte: Yin Yang Bonsai vector image

1-potenciais
Um 1-potencial é um vetor y indexado pelos

vértices do digrafo tal que
y[w] — y[v] < 1 para todo arco v-w

v [01 2345
yv[1 11111

Exemplo:




1-potenciais

Um 1-potencial é um vetor y indexado pelos
vértices do digrafo tal que
y[w] — y[v] < 1 para todo arco v-w

v 012345

Exemplo:

yv[1 22112

Conseqtiéncia

Se P é um caminho de s a t e y é um 1-potencial
tais que

[P| = y[t] — y[s],
entdo P é um caminho minimo e y é um
1-potencial tal que y[t] — y[s] é maximo

Invariantes

Abaixo esta escrito y no papel de distTo[]
Na classe BFSpaths, no inicio while do método
bfs() valem as seguintes invariantes:

(i0) para cada arco v-w na arborescéncia BFS
tem-se que y[w| — y[v] = 1;

(i1) edgeTo[s] =s ey[s] =0;

(i2) para cada vértice v,
y[v] # G.V() < edgeTo[v] # —1;

(i3) para cada vértice v, se y[v] # G.V() entdo
existe um caminho de s a v na arborescéncia
BFS.

Propriedade dos 1-potencias

Lema da dualidade. Se y é um 1-potencial e P é um

caminho de s a t, ent3o

y[t] — y[s] < |P|
oo, V[0 12345
XEMPO S T6 6 6 7 7 7

Invariantes (continuac3o)

Abaixo esta escrito y no papel de distTo[]
Na linha

int v = g.dequeue();

do método bfs () vale a seguinte relacdo invariante:

(i4) para cada arco v-w se

y[w] — y[v] > 1

ent3o v esta na fila.



- ,...Correcaq de BFSpaths
Inicio da dltima iteracao:

» y é um l-potencial, por (i4)

» se y[t] # G.V(), entdo edgeTo[t] # —1 [(i2)].
Logo, de (i3), segue que existe um st-caminho
P na arborescéncia BFS. (i0) e (i1) implicam
que

[P| = y[t] — yls] = y[t].

Da propriedade dos 1-potencias, concluimos
que P é um st-caminho de comprimento
minimo

» se y[t] = G.V(), entdo (i1) implica que
y[t] — y[s] = G.V() e da propriedade dos
1-potencias concluimos que ndo existe caminho
de s a t no grafo

Custos nos arcos

Fonte: Force-directed graph drawing

Classe Arc: esqueleto

public class Arc {
private final int v;
private final int w;
private final double weight;

public Arc(int v, int w,

double weight) {...}
public int from() {...}
public int to() {...}
public double weight() {...}
public String toString() {...}

Tipo teorema da dualidade

Da propriedade dos 1-potenciais (lema da dualidade)
e da correcdo de bfs() concluimos o seguinte:

Se s e t sdo vértices de um digrafo e t esta ao
alcance de s entdo

min{|P| : P é um st-caminho}
= max{y[t] — y[s] : y € um l-potencial}.

Fonte: Yin Yang Meaning

Digrafos com custos nos arcos

Muitas aplicacGes associam um nimero a cada arco
de um digrafo

Diremos que esse niimero é o custo ou peso do
arco

Vamos supor que esses niumeros sdo do tipo double
na classe Arc.

private final double weight;

Arc

O construtor Arc recebe dois vértices v e w e um
valor weight e produz a representacdo de um arco
com ponta inicial v e ponta final w e peso weight.

public Arc(int v, int w,
double weight) {
this.v = v;
this.w = w;
this.weight = weight;




Arc

// retorna a ponta inicial do arco
public int from() {

return v;
}
// retorna a ponta final do arco
public int to() {

return w;
}
// retorna o custo/peso do arco
public double weight() {

return weight;

3

Estruturas de dados
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A estrutura EdgeWeightedDigraph do algs4
representa um digrafo com pesos nos arcos.

V € o niimero de vértices

E é o nimero de arcos do digrafo

adj é uma referéncia para vetor de listas de

adjacéncia

A lista de adjacéncia de um vértice v é composta
por nés do tipo Arc.
Um next de Bag é uma referéncia para um Arc
Cada né da lista contém v, um vizinho w de v, o
custo do arco v-w e o endereco do nd seguinte da
lista

F
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Digrafo com pesos

EdgeWeightedDigraph G

Enquanto isso...no algs4
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Edge-weighted digraph representation

Classe EWDigraph: esqueleto

public class EWDigraph{

private final int V;
private int E;

private Bag<Arc>[] adj;
private int[] indegree;

public EWDigraph(int V) {...}
public int V() { return V; }
public int E() { return E; }
public void addEdge(int v, int w) { }

public Iterable<Integer> adj(intv) { }
public int outdegree(int v) {...}
public int indegree(int v) {...}



Construtor de EWDigraph V() eEQ

Constréi um digrafo com V vértice e zero arcos.

public EWDigraph(int V) { public int V(O {

this.V = V; return V;

this.E = 0; }

adj= (Bag<Arc>[]) new Bag[V]; public int EQ) {

for (int v = 0; v < V; v++) return E;

adj[v] = new Bag<Arc>(); }
}
addEdge () e adj () edges ()

Insere um arco e no digrafo G. O coédigo abaixo retorna os arcos em G como uma

public addEdge(Arc e) { colecdo iteravel.

int v = e.fron(); public Iterable<Arc> edges() {

1n1? w=e.to0); Bag<Arc> bag;
;ii FV] -add(e); bag = new Bag<Arc>();

’ for (int v = 0; v < V; v++)

} for (Arc e: adjlv])

public Iterable<Arc> adj(int v) { bag.add(e);
return adj[v]; return bag;

+ }

Caminhos de custo minimo Custo de um caminho
Custo de um caminho é soma dos custos de seus
arcos
Custo do caminho 0-2-4-5 é 16.

Custo do caminho 0-2-4-1-2-4-5 é 14
Custo do caminho 0-2-4-1 1

—
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Fonte: The Shortest Distance WoW Achievement Fast




Caminho minimo Problema

Um caminho P tem custo minimo se o custo de P

€ menor ou igual ao custo de todo caminho com a

mesma origem e termino Problema dos Caminhos Minimos com Origem Fixa
O caminho 0-3-4-5-1-2 é minimo, tem custo —1 (Single-source Shortest Paths Problem):

Dado um vértice s de um digrafo com
custos nao-negativos nos arcos,
encontrar, para cada vértice t que pode
ser alcancado a partir de s, um caminho
minimo simples de s a t.

Exemplo

Entra: Sai:

Arborescéncia de caminhos minimos Problema da SPT
Uma arborescéncia com raiz s é de caminhos Problema: Dado um vértice s de um digrafo com
minimos (= shortest-paths tree = SPT) se para custos nao-negativos nos arcos, encontrar uma
todo vértice t que pode ser alcancado a partir de s, SPT com raiz s

o tnico caminho de s a t na arborescéncia Entra:

é um caminho minimo




Problema da SPT Algoritmo de Dijkstra

Problema: Dado um vértice s de um digrafo com
custos nao-negativos nos arcos, encontrar uma

SPT com raiz s
Sai:

Fonte: What S So Great About A World Flight Paths
Map Spatial Ly In

Problema Simulac3o
O algoritmo de Dijkstra resolve o problema da SPT:

Dado um vértice s de um digrafo com
custos ndo-negativos nos arcos, encontrar
uma SPT com raiz s
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Simulacao

Dijkstra

Recebe digrafo G com custos ndo-negativos nos
arcos e um vértice s

Calcula uma arborescéncia de caminhos minimos
com raiz s.

A arborescéncia é armazenada no vetor edgeTo[].

As distancias em relacao a s sdo armazenadas no
vetor distTo[]

private double[] distTo;
private DirectedEdge[] edgeTo;

Classe Dijkstra: esqueleto

public class Dijkstra {

private static final int INFINITY;
private final int s;

private Arc[] edgeTo;
private double[] distTo;

public Dijkstra(EWDigraph G, int s) {}
private void dijkstra(EWDigraph G,

int s) {}
public boolean hasPath(int v) {}
public boolean distTo(int v) {}
public Iterable<Arc> pathTo(int v)

Simulacao

Fila priorizadas

A classe Dijkstra usa uma fila priorizada
private IndexMinPQ<Double> pq;
A fila é manipulada pelos métodos:
» IndexMaxPQ<Double>(): fila de vértices em
que cada vértice v tem prioridade distTo[v]
» isEmpty(): a fila estd vazia?
» contains(v): v estd na fila?
» insert(v,valor): insere v com prior. valor
» delMin(): retorna um vértice de prioridade
minima.
» decreaseKey(w,valor): reorganiza a fila
depois que o valor de distTo[w] foi
decrementado.

Dijkstra

Encontra um caminho de s a todo vértice
alcancavel a partir de s.

public Dijkstra(EWDigraph G, int s) {

INFINITY = Double.POSITIVE INFINITY;

edgeTo = new Arc[G.V()];

distTo = new double[G.V()];

this.s S;

for (int v = 0; v < G.V(Q); v++)
distTo[v] = INFINITY;

dijkstra(G, s);



dijkstra(): inicializacoes

private void dijkstra(EWDigraph G, int s)

{

IndexMaxP(Q<Double> pq =

new IndexMaxPQ<Double>(G.V());
distTol[s] = O;
pq.insert(s, distTols]);

// aqui vem a iteragdo do prdéximo slide

Dijkstra

H4 um caminho de s a v?

// Método copiado de BFSpaths.
public boolean hasPath(int v) {

}

return distTo[v] < INFINITY;

// retorna o comprimento de um
// caminho minimo de s a t
public int distTo(int v) {

}

return distTol[v];

o =2

Relacoes invariantes

S = vértices examinados

Q = vértices visitados = vértices na fila

U = vértices ainda n3o visitados

(i0) n3o existe arco v-w com vem S e w em U

s |

//27

bfs(): iteracdo

while (!pq.isEmpty()) {
int v = pq.delMin();
for (Arc e : G.adj(v)) {
int v = e.from(), w = e.to();

Double d = distTo[v]+e.weight();

if (distTo[w] > d)
edgeTo[w] = e;
distTol[w] = d;
if (pq.contains(w))
pq.decreaseKey(w, d);
else pq.insert(w, d);

Dijkstra

Retorna um caminho de s a v ou null se um tal
caminho n3o existe.

// Método adaptado de DFSpaths.
public Iterable<Arc> pathTo(int v) {
if (thasPath(v)) return null;
Stack<Arc> path = new Stack<Arc>();
for (Arc e = edgeTo[v]; e != null;
e = edgeTol[e.from()])
path.push(e);
return path;

}

o = ] =

Relacoes invariantes

(i1) paracadauem S, vem Qewem U

distTo[u] < distTo[v] < distTo[w]

S U
O O




Relacbes invariantes RelacGes invariantes

(i2) O vetor edgeTo restrito aos vértices de S e Q (i3) Para arco v-w na arborescéncia vale que

determina um arborescéncia com raiz s

distTo[w] = distTo[v] 4 custo do arco vw
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Relacoes invariantes Iteracao

(i3) Para cada vértice v em S vale que distTo[v] é
o custo de um caminho minimo de s a v.
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Consumo de tempo

O consumo de tempo da funcdo dijkstra é
O(V + E) mais o consumo de tempo de

=1 execucdo de
V execucdes de
V execucdes de

E execucdes de

<
<
<V execucdes de
<
<

E execucdes de

IndexMaxPQ<Double>,
insert(),

isEmpty(),

delMin(), e
contains(),
decreaseKey().

Conclusao

O consumo de Dijkstra é O(ElgV).

Consumo de tempo MIN-HEAP

IndexMaxPQ o(V)
isEmpty O(1)
insert (Ig V)
delMin O(lg V)
decreaseKey | O(lg V)
contains O(1)

Consumo de tempo Min-Heap

Para grafos densos podemos alcancar consumo de

tempo 6timo . . . detalhes MAC0328 Algoritmos em
Grafos.
Consumo de tempo Min-heap
| bucket heap | radix heap |
insert O(1) O(lg(VC)R
delMin 0O(C) O(lg(ve))
decreaseKey O(1) O(E + Vig(vC))
Dijkstra | O(E+VC) | O(E + VIg(VC)) |

C = maior custo de um arco.

H heap ‘ d-heap ‘ fibonacci heap
insert O(lgVv) | O(logpV) O(1)
delMin O(lgV) | O(logpV) O(lgV)
decreaseKey | O(lgV) | O(logp ) O(1)
Dijkstra | O(ElgV) | O(Elogp V) | O(E+VigV)




