Fonte: ash.atozviews.com

Compacto dos melhores momentos

AULA 3

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos s3o modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dindmico

a b e fh
e ©o e o
G
e 9 9 ;

aresta componentes

Problema: p e g estdo ligados?

Fonte: algs4

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos s3o modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h J
° ° °
G
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aresta componentes

{a} {6} {c} {d} {e} {/} {9} {0} {i}

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos s3ao modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dindmico

a b e f h J
° °
G
g d g 0}

aresta componentes

(b;d)  {a} {b.d} {e} {e} {/} {g} () {i} {U}

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos sao modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b e f h J
[ o

G

aresta componentes

(e,9)  {a} {b;d} {c} {e.g} {f} {h} {i} {J}

(a,¢)  Aa,cp {bdy {e,g} {f} {h} {5} {4}



Colecdo disjunta dinamica
Conjuntos sdo modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b e f h J
o
G

aresta componentes

Colecdo disjunta dinamica
Conjuntos sdo modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b e f h J
(]
G

aresta componentes

(h,1)  Aa,cp {bdy {e,g} {f} {h.1} {5}

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos s3o modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dindmico

a b e f h
G

J
[

aresta componentes

(e, /) A{a,bye,dy {e, frg} {h i} {j}

API
public class UF
UF (int n) inicializa n sites com

nomes inteiros
0,...,n-1

void union(int p,int q) acrescenta ligacdo
entrepeq

int find(int p) retorna id do

componente de p

boolean connected(int p,int q) truesepeq
estdo no mesmo
componente
int count () nimero de

componentes

(a,0)  {a,b,¢,d} {e,gr {f} {hi} {j}

Colecao disjunta dinamica
Conjuntos s3o modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b e f h
G

J
°

aresta componentes

(b,c) {aabvcvd} {€,f7g} {hvi} {]}

Conjuntos disjuntos dinamicos

Sequéncia de operacdes UF(n) = n X MAKESET,
union() = UNION, find() = FINDSET

M MM UFUUFUTFFFU
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Que estrutura de dados usar?

Compromissos (trade-offs).



QuickFindUF
QuickFindUF uf = new QuickFindUF(10);
uf ————+
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Métodos: cont(), connected(), find(), union()

Class QuickFindUF: connected() e £ind()

// p e q estdo no mesmo componente?

public boolean connected(int p, int q) {
return find(p) == find(q);

}

// retorna o id do componente de p
public int find(int p) {
return id[p];

}
Consumo de tempo
UF(n) O(n)
union(p, q) O(n)
find(p) O(1)

Uma sequéncia de m operacdes pode consumir
tempo ©(m?) no pior caso.

Consumo de tempo amortizado de cada operacdo é
O(m).

Hmm. Em union() seria razoavel alterarmos o
menor nimero possivel de posicoes do vetor id.
Para isso precisamos saber qual conjunto tem o
menor nimero de itens. ..

count: 10 (private) |

Class QuickFindUF: construtor e count()

public QuickFindUF(int n) {
count = n;
id = new int[n];
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
id[i] = 1i;
+
+

// retorna to nimero de componentes
public int count() {
return count;

}

Class QuickFindUF: union()

// une os componentes de p e q
public void union(int p, int q) {
int pID = find(p);
int qID = find(q);
if (pID == gID) return ;
for (int i = 0; i < id.length; i++) {
if (id[i] == pID) id[i] = qID;

}
count—-—;
}
QuickUnionUF
a b € fh J
@
G

» cada conjunto tem uma raiz, que é o seu
representate

» cada n6 x tem um pai
» pai[x] = x se e s se x é uma raiz



Estrutura disjoint-set forest

aWaAWS

» cada conjunto tem uma raiz
» cada nd x tem um pai

» pai[x] = x se e s se x é uma raiz

AR TS

// retorna o id do componente de p
public int find(int p) {
while (p != pailpl) p = pailp]l;
return p;

C

INEVAN

public void union(int p, int q) {
int pRoot = find(p);
int gRoot = find(q);
if (pRoot == gRoot) return ;
pailpRoot] = gRoot;
count--; }

QuickUnionUF(n)

AT

C
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public QuickUnionUF(int n) {
count = n;
pai = new int[n];
for (int i = 0; i < n; i++) {
pailil i;

}
}

union()

e o) 4o

q/\dg/\f@-

public void union(int p, int q) {
int pRoot = find(p);
int gRoot = find(q);
if (pRoot == gRoot) return ;
pail[pRoot] = gRoot;
count--; }

union()

bO qRooltmlon a, f) j@

\ e pRoot 7
c 9/ \ /

public void union(int p, int q) {
int pRoot = find(p);
int gRoot = find(q);
if (pRoot == gRoot) return ;
pail[pRoot] = gRoot;
count--; }



QuickUnionUF
uf —--—+
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v
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Métodos: cont(), connected(), find(), union()

+ ____________________________________________________
WeightedQuickUnionUF
quick-union @
smaller /@
tree @
smaller larger
I ~—_ might put the free
arger larger tree lower
tree
weighted
always chooses the
®\/ better alternative /@
larger smaller smaller larger
tree iree iree tree
Weighted quick-union
Fonte: algs4
WeightedQuickUnionUF
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Métodos: cont(), connected(), find(), union()
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Consumo de tempo

UF(n) O(n)
find(p) O(n)
union(p, q) O(n)
M M M UFUUTFUFF

F UF

Custo total da sequéncia:

nO(1) +mO(n) + nO(n) = O(mn)

union by size
public void union(int p, int q) {
int pRoot = find(p);
int qRoot = find(q);
if (pRoot == gRoot) return ;
if (sz[pRoot] < sz[qRoot]) {
pailpRoot] = gRoot;
sz[qRoot] += sz[pRoot];

}
else {
pailgRoot] = pRoot;
sz[pRoot] += sz[qRoot];
}
count—-;
}
Consumo de tempo
UF(n) O(n)
find(p) O(lgn)
union(p, q) O(lgn)

M MM UFUUFUTFFF

| —
n

Custo total da sequéncia:
O(n) +mO(lgn) +nO(lgn) = O(mlgn)



PathCompressionUF PathCompressionUF

Ideia: encurtar os caminhos durante cada find (). Ideia: encurtar os caminhos durante cada find ().
a a
b
/ P ‘ b
&
ﬁdﬂ
P FINDSET(p)
FINDSET(p)
path compression Funcao log-estrela
lg"n é o menor k tal que n lg'n
lglg ... lgn<1 1 0
k 3 2
4 2
public int find(int p) { 5 3
if (p != pai[p]) o
pai[p] = find(pai[p]); 15 3
return pai[p]; 1(? 3
J 65535 4
65536 4
100000000000000000 - - - 000000000000 5
80
Funcao ‘torre’ Consumo de tempo
1) = 1 ser=10
DT ) s =1,2,3, ... UF(n) O(n)
find(p) O(lg*n) amortizado!
i t(7) union(p, q) O(lg"*n) amortizado!
01
1]2' =2
21922 = M MM UFUUFUFFFUF
3(2% =16 _—
4122 =216 — 65536 -
) 2222 > 100000000000000000 - - - 000000000000 n
80 Custo total da sequéncia:
O(n) +mO(lg'n) +nO(lg"n) = O(mlg" n)




Conclusoes

Se conjuntos disjuntos sdo representados através

de disjoint-set forest com union by rank e path

compression, entdao uma sequéncia de UF (n) em

operacdes union() e find(), consome tempo
O(mlg"n).

PAREGO ESTAR
PRESTANDO ATENGAO

Pre e

MAS TO VIAJANDO MENTALMENTE

Fonte: Pinterest

AULA 4

Representacao de arvores em vetores

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Resumo

QuickFindUF O(n)
QuickUnionUF O(n)
WeightedQuickUnionUF | O(n) | O(lgn) | O(lgn)
PathCompressionUF O(n)

Fonte: http://xkcd.com/835/

PF 10
http://www.ime.usp.br/“pf/algoritmos/aulas/hpsrt.html

Pais e filhos

a[l..m| é um vetor representando uma arvore.

Diremos que para qualquer indice ou né 1,

» |i/2] é o pai de 7;
» 21 é o filho esquerdo de i;

» 27+1 é o filho direito.

Um né i s6 tem filho esquerdo se 27 < m.

Um né ¢ s6 tem filho direito se 2:+1 < m.



Raiz e folhas

O nd 1 n3o tem pai e é chamado de raiz.

Um né 7 é um folha se ndo tem filhos, ou seja
24 > m.

Todo né i é raiz da subarvore formada por

afi, 2i,2i+1, 4, 4i+1, 4i+2, 4i+3,8i, ..., 8i+7, .. ]

Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem
exatamente 2P nds e esses sao

P 9P 41, 2° 42 .. 2Pl

O né @ pertence ao nivel 777,

Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem
exatamente 2P nds e esses sao

P P 41, 2P 42 ... 2Pt ]

O né i pertence ao nivel |lgi].

Prova: Se p é o nivel do né 7, entdo

P < o< @ o
lg2P < lgi < lg2Ptt =
p < lgi < p+1

Logo, p = |lgi].

..
Niveis

Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem

exatamente 2P nds e esses sao

PP 41, 9P 42 ... 2PTh 1.

Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem
exatamente 2P nds e esses s3o

P 9P 41,2042 .. ¢l

O né i pertence ao nivel |lgi].

Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem
exatamente 2P nds e esses sao

PP 41, 2P 42 ... 2Pt

O né i pertence ao nivel |lgi].

Prova: Se p é o nivel do né 7, entdo

¥ < 4 o< opfl =
lg2P < lgi < lg2Ptt =
p < lgi < p+1

Logo, p = [lgi].
Portanto, o niimero total de niveis € 777,



..
Niveis

Cada nivel p, exceto talvez o ultimo, tem

exatamente 2P nds e esses s3o

P P 4 1, 9P 42 ... 2PTl 1

O né i pertence ao nivel |lgi]|.

Prova: Se p € o nivel do né 7, entdo

X < o< o
lg2? < lgi < lg2¢f! =
p < lgi < p+1

Logo, p = [lgi].
Portanto, o niimero total de niveis é 1 + |lgm].

Altura

A altura de um né ¢ é o maior comprimento de um
caminho de 7 a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um né 7 é o maior
comprimento de uma seqiiéncia da forma

(filho(i), filho(filho(4)), filho(filho(£ilho(i))),. .

onde filho(7) vale 27 ou 2i + 1.
Os nds que tém altura zero s3o as folhas.

A altura de um né i é |lg(m/7)] (...).

Heaps

Um vetor a[l..m] é um max-heap se
ali/2] > ali]
paratodo:=2,3,...,m.

De uma forma mais geral, a[j..m] é um max-heap
se

ali/2] > ali]
para todo
i=23,25+1,45,...,45+3,87,...,8+7,....
Neste caso também diremos que a subarvore com
raiz j € um max-heap.

Altura

A altura de um né ¢ é o maior comprimento de um
caminho de i a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um né 7 é o maior
comprimento de uma seqiiéncia da forma

(filho(i), filho(filho(i)), filho(filho(£ilho(i))), .
onde filho(7) vale 27 ou 2i + 1.

Os nds que tém altura zero s3o as folhas.

Resumao
filho esquerdo de : 21
filho direito de i: 2i+1
pai de i: l1/2]
nivel da raiz: 0
nivel de i |lgi]
altura da raiz: |lgm]|
altura da arvore: |lgm]|
altura de i: llg(m/2)] (...)
altura de uma folha: 0

total de nés de alturah < [m/2271] (...)

max-heap

nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

51

46|17|34|41|15|14|23|30|21|10|12|




Funcdo basica de manipulacao de max-heap

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|13|46|17|34|41|15|14|23|30|21|10|12|

Funcao basica de manipulacao de max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|46|41|17|34|13 15 14|23|30|2'1|10|12|

Funcao basica de manipulacao de max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|46|41|17|34|21 15

14|23|3o|13|10|12|

Func3o basica de manipulacdo de max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|46|13|17|34|f11|15|14|23|30|21|10|12|

Funcao basica de manipulacdo de max-heap

nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|46|41|17|34|21 15

14|23|30|13|10|12|

Funcao sink

O coracdo de qualquer algoritmo que manipule um
max-heap é uma funcdo que recebe um vetor
arbitrério a[l..m] e um indice p e faz a[p] “descer”
para sua posicao correta.



Funcao sink

Rearranja o vetor a[1 . . m] de modo que o
“subvetor” cuja raiz é p seja um max-heap.

private static

void sink (int p, int m, Comparable[] a){
1 int f = 2%p; Object x;

2 while (f <= m) {

3 if (f<m && less(al[f],al[f+1]) f++;
4 if ('less(alpl, alf]) break;

5 x = alpl; alpl = alf]; alf] = x;

6 p=1I; f = 2%p;

Funcao sink
Implementacdo um pouco melhor pois em vez de

trocas faz apenas deslocamentos (linha 5).

private static
void sink (int p, int m, Comparable[] a){

1 int f = 2xp; Object x = alp];
2 while (f <= m) {
3 if (f<m && less(alf],alf+1]) f++;
4 if (!less(x, alf])) break;
5 alpl = alf];
6 p=1=; £ = 2x%p;

+

7 alpl = x;

+

Conclusao

O consumo de tempo da funcdo sink é
proporcional a Igm.

O consumo de tempo da fun¢do sink é O(lgm).

Verdade seja dita ... (...)

O consumo de tempo da fun¢do sink é
proporcional a O(lgm/p).

Funcdo sink

Supde que os "subvetores"cujas raizes sdo filhos de
p ja sao max-heap.

private static

void sink (int p, int m, Comparable[] a){
1 int f = 2%p; Object x;

2 while (f <= m) {

3 if (f<m && less(alf],al[f+1]) f++;
4 if ('less(alpl, alf]) break;

5 x = alpl; alpl = alf]; alf] = x;

6 p=1I; £ = 2%p;

Consumo de tempo

linha todas as execucdes da linha
1

14+1gm

lgm

lgm

lgm

lgm

1

3+5lgm= O(lgm)

SOCTA WN =
VA VAN VAN VAN VAN

total

IN

Construcao de um max-heap

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|14|13|34|17|15|10|46|23|12|4l|30|21|




Construcao de um max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|34|17 15 10|46|23|12|41|30|21|

Construcao de um max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|34|17 15 21|46|23|12|41|30|10|

Construcao de um max-heap

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|14|13|34|17|41|21|46|23|12|15|30|10|

Construcao de um max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|34|17|15|21|46|23|12|4l|30|10|

Construcao de um max-heap

nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|34|17|41|21|46|23|12 15 30|10|

Construcdo de um max-heap

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|14|13|34|23|41|21|46|17|12|15|30|10|




Construcao de um max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|34|23|41|21|46|17|12|15|30|10|

Construcao de um max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|46|23|41|21|34|17|12|15|30|10|

Construcao de um max-heap

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|14|41|46|23|30|21|34|17|12|15|13|10|

Construcao de um max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|46|23|4l|21|34|17|12|15|30|10|

Construcao de um max-heap

nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|41|46|23|13|21|34|17|12 15 30|10|

Construcdo de um max-heap

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|11|11|46|23|30|21|34|17|12|15|13|10|




Construcao de um max-heap

1 nivel

Construcao de um max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|46|41|14|23|30|21|3~'1|17|12|15|13|10|

Construcao de um max-heap

1 nivel

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|46|41|34|23|30|21|14|17|12|15|13|10|

Consumo de tempo

Analise grosseira: consumo de tempo é

g xlgn = 0O(nlgn).

Verdade seja dita ... (...)

Anilise mais cuidadosa: consumo de tempo é O(n).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|46|41|34|23|30|21|l4|17|12|15|13|10|

Construcao de um max-heap

Recebe um vetor a[l..n] e rearranja a para que seja
max-heap.

1 for (int i = n/2; /*Ax/ i >= 1; i--)
2 sink(i, n, a);

Relacdo invariante:
(i0) em /*A*/ vale que, i+1,...,n sdo raizes de
max-heaps.

~ Algumas séries
Para todo ndmero real %, |x| < 1, temos que

00 i 1
LiZpX = 1-x°



~ Algumas séries
Para todo nimero real %, |x| < 1, temos que
i1
YZ0X =

Para todo nimero real %, |x| < 1, temos que

X

2=y

Conclusao

max-heap € O(nlgn).

O consumo de tempo para construir um

Verdade seja dita ... (...)

max-heap é O(n).

O consumo de tempo para construir um

~ Algumas séries
Para todo ndmero real %, |x| < 1, temos que

00 Si o _1
2itoX = i

Para todo ndmero real %, |x| < 1, temos que

x %
Prova:
iijfzixi+§xi+...+§xi+...
i=1 i=1 i=2 i=k
X x? x¥
_1_X+E+.+E+.

X
— (X0+X1—|—X2—|—"'—|—Xk—|—"'

1—x




