Fonte: ash.atozviews.com

Compacto de alguns dos melhores
momentos

AULA 20


https://ash.atozviews.com

Busca ou varredura

Um algoritimo de busca (ou varredura) examina,
sistematicamente, todos os vértices e todos os arcos
de um digrafo.

Cada arco é examinado uma soé vez.
Despois de visitar sua ponta inicial o algoritmo
percorre o arco e visita sua ponta final.



Busca em largura

A busca em largura (=breadth-first search search
= BFS) comeca por um vértice, digamos s,
especificado pelo usuario.

O algoritmo
visita s,
depois visita vértices a distancia 1 de s,
depois visita vértices a distancia 2 de s,
depois visita vértices a distancia 3 de s,
e assim por diante
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Arborescéncia da BFS

A busca em largura a partir de um vértice s
descreve a arborescéncia com raiz s




Arborescéncia da BFS

Essa arborescéncia é conhecida como
arborescéncia de busca em largura (= BFS tree)




Representacao da BFS

Podemos representar essa arborescéncia
explicitamente por um vetor de pais edgeTo []




Representacao da BFS
v (012345

edgeTo‘O 50003




Consumo de tempo

O consumo de tempo da funcdo BFSpaths para
vetor de listas de adjacéncia é O(V + E).

O consumo de tempo da funcdo BFSpathspara
matriz de adjacéncia é O(V?).
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Caminhos minimos

pagedangels blogspot.com

“Dear Andy: How have you been?
Your mother and I are fine. We miss you.
Please sign off your computer and come
downstairs for something to eat. Love, Dad.”

Fonte: http://vandanasanju.blogspot.com.br/


http://vandanasanju.blogspot.com.br/2010/06/funny-pictures-examcomputer-jokes.html

Comprimento

O comprimento de um caminho é o nimero de
arcos no caminho, contanto-se as repeticoes

Exemplo: 2-4-1-3-5-4-5 tem comprimento 6

RN\



Comprimento

O comprimento de um caminho é o nimero de
arcos no caminho, contanto-se as repeticoes.

Exemplo: 2-4-1-3-5 tem comprimento 4

)\



Distancia
A distancia de um vértice s a um vértice t é o

menor comprimento de um caminho de s a t. Se
ndo existe caminho de s a t a distancia é infinita

Exemplo: a distanciade 2 a5 é 4




Distancia
A distancia de um vértice s a um vértice t é o

menor comprimento de um caminho de s a t. Se
ndo existe caminho de s a t a distancia é infinita

Exemplo: a distancia de 0 a 2 é infinita




Calculando distancias
Problema: dados um digrafo G e um vértice s,
determinar a distancia de s aos demais vértices do
digrafo
v
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Nova classe BFSpaths

BFSpaths armazena no vetor distTo[] a distancia
do vértice s a cada um dos vértices do digrafo G

A distancia 'infinita’ é representada por G.V()

private static final int INFINITY=G.V();
private int[] distTo = new int[G.V(];



Nova BFSpaths: esqueleto

public class BFSpaths {

private static final int INFINITY;
private final int s;

private int[] distTo; // era marked
private int[] edgeTo;

public BFSpaths(Digraph G, int s) {}
private void bfs(Digraph G, int s) {}
public boolean hasPath(int v) {}
public boolean distTo(int v) {}
public Iterable<Integer> pathTo(int v)



BFSpaths

Encontra um caminho de s a todo vértice
alcancavel a partir de s.

public BFSpaths(Digraph G, int s) {
INFINITY = G.V(Q);
marked—=new booleanlGVOI+
distTo = new int[G.V()];

edgeTo = new int[G.V(];

this.s = s;

for (int v = 0; v < G.V(); v++)
distTo[v] = INFINITY;

bfs(G, s);



bfs(): inicializactes

private void bfs(Digraph G, int s) {

Queue<Integer> g= new Queue<Integer>();
markedv]-—=—true;

distTo[s] = 0;

q.enqueue(s);

// aqui vem a iteragdo do prdéximo slide



bfs(): iteracao

while (!qg.isEmpty()) {
int v = q.dequeue();
for (int w : G.adj(v)) {
if(tmarked w1
if (distTo[w] == INFINITY) {
edgeTol[w] = v;
distTol[w] = distTol[v] + 1;
markedfwl—=—true;

q.enqueue (w) ;



BFSpaths

Ha um caminho de s a v?

// Método adaptado de DFSpaths.
public boolean hasPath(int v) {
return distTo[v] < INFINITY;

}

// retorna o numero de arcos em um
// caminho minimo de s a t
public int distTo(int v) {

return distTol[v];

}



BFSpaths

Retorna um caminho de s a v ou null se um tal
caminho n2o existe.

// Método copiado de DFSpaths.
public Iterable<Integer> pathTo(int v) {
if (lhasPath(v)) return null;
Stack<Integer> path =
new Stack<Integer>();
for (int x = v; x !'= s; x = edgeTol[x])
path.push(x);
path.push(s);
return path;



Relacoes invariantes

No inicio de cada iteracao a fila consiste em

zero ou mais vértices a distancia d de s,
seguidos de zero ou mais vértices a
distancia d+1 de s,

para algum d

Isto permite concluir que, no inicio de cada iteracao,
para todo vértice x, se distTo[x] !'= G.V() entdo
distTo[x] é a distancia de s a x



Relacoes invariantes

S = vértices examinados

) = vértices visitados = vértices na fila

U = vértices ainda n3o visitados

(i0) n3do existe arco v-w com v.em S e wem U

_

=} F - = =

DA



Relacoes invariantes

(i1) paracadauem S, vem Qewem U

distTo[u] < distTo[v] < distTo[w]

=] 5 = = E DA



Relacoes invariantes

(i2) O vetor edgeTo restrito aos vértices de S e (
determina um arborescéncia com raiz s

DA



Relacoes invariantes

(i3) Para arco v-w na arborescéncia vale que

distTo[w] = distTo[v] + 1

=] 5 = = E DA



Relacoes invariantes

(i3) Para cada vértice v em S vale que distTo[v] é
o custo de um caminho minimo de s a v.

DA
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Consumo de tempo

O consumo de tempo de BFSpaths para vetor
de listas de adjacéncia é O(V +E).

O consumo de tempo de BFSpaths para matriz
de adjacéncia é O(V?).




Arborescéncia da BFS
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Condicao de inexisténcia

Se distTo[t]==INFINITO para algum vértice t,
entao

S = {v:distTo[v]< INFINITO}
T = {v : distTo[v] == INFINITO}

formam um st-corte (S, T) em que todo arco no
corte tem ponta inicial em T e ponta final em S



Conclusao

Para quaisquer vértices s e t de um digrafo, vale
uma e apenas umas das seguintes afirmacoes:

» existe um caminhode s a t

» existe st-corte (S,T) em que todo arco no
corte tem ponta inicial em T e ponta final
em S.

Fonte: Yin Yang Bonsai vector image



https://www.vectorstock.com/royalty-free-vector/yin-yang-bonsai-vector-4071936

Apéndice: 1-potenciais

Potential
Difference
\\ 70 510
AN ——= AAA,
A B
—— i il —
Battery

Fonte: Difference Between Electromotive Force &

Potential Difference


https://circuitglobe.com/difference-between-electromotive-force-and-potential-difference.html
https://circuitglobe.com/difference-between-electromotive-force-and-potential-difference.html

1-potenciais

Um 1-potencial é um vetor y indexado pelos
vértices do digrafo tal que
y[w] — y[v] < 1 para todo arco v-w

v |[012345
yW[T 11111

Exemplo:




1-potenciais

Um 1-potencial é um vetor y indexado pelos
vértices do digrafo tal que
y[w] — y[v] < 1 para todo arco v-w

v |[012345
yW[T 22112

Exemplo:




Propriedade dos 1-potencias

Lema da dualidade. Se y € um 1-potencial e P é um
caminho de s a t, entao

y[t] — y[s] < [P
v ‘O 1

Exemplo:




Consequéncia

Se P é um caminho de s a t e y é um 1l-potencial
tais que

[P| = y[t] — yls],
entdo P é um caminho minimo e y é um
1-potencial tal que y[t] — y[s] é maximo



Exemplo
v]012345

yv][0 31112




Invariantes

Abaixo esta escrito y no papel de distTo[]
Na classe BFSpaths, no inicio while do método
bfs () valem as seguintes invariantes:

(i0) para cada arco v-w na arborescéncia BFS
tem-se que y[w] — y[v] = 1;

(i1) edgeTo[s] = s e y[s] = 0;

(i2) para cada vértice v,
y[v] # G.V() < edgeTo[v] # —1;

(i3) para cada vértice v, se y[v] # G.V() entdo
existe um caminho de s a v na arborescéncia
BFS.



Invariantes (continuac3o)

Abaixo esta escrito y no papel de distTol[]
Na linha

int v = g.dequeue();

do método bfs () vale a seguinte relacao invariante:

(i4) para cada arco v-w se

ylwl —ylvl > 1

ent3o v esta na fila.



Correcaq de BFSpaths
Inicio da dltima iteracao:

» y € um l-potencial, por (i4)

» se y[t] # G.V(), entdo edgeTo[t] # —1 [(i2)].
Logo, de (i3), segue que existe um st-caminho
P na arborescéncia BFS. (i0) e (il) implicam
que

[P| = y[t] = yls] = y[t].

Da propriedade dos 1-potencias, concluimos
que P é um st-caminho de comprimento
minimo

» se y[t] = G.V(), entdo (il) implica que
y[t] — y[s] = G.V() e da propriedade dos
1-potencias concluimos que nao existe caminho
de s a t no grafo



Tipo teorema da dualidade

Da propriedade dos 1-potenciais (lema da dualidade)
e da correcao de bfs() concluimos o seguinte:

Se s e t sdo vértices de um digrafo e t estd ao
alcance de s entao

min{|P| : P é um st-caminho}
= max{y[t] — y[s] : y € um 1l-potencial}.

Fonte: Yin Yang Meaning



https://feng-shui.lovetoknow.com/Ying_Yang_Meaning

Custos nos arcos

Fonte: Force-directed graph drawing


https://en.wikipedia.org/wiki/Force-directed_graph_drawing

Digrafos com custos nos arcos

Muitas aplicacoes associam um ndmero a cada arco

de um digrafo
Diremos que esse niimero é o custo ou peso do

arco
Vamos supor que esses niimeros sdo do tipo double

na classe Arc.

private final double weight;



Classe Arc: esqueleto

public class Arc {
private final int v;
private final int w;
private final double weight;

public Arc(int v, int w,

double weight) {...}
public int from() {...}
public int to() {...}
public double weight() {...}
public String toString() {...}



Arc

O construtor Arc recebe dois vértices v e w e um
valor weight e produz a representacao de um arco
com ponta inicial v e ponta final w e peso weight.

public Arc(int v, int w,
double weight) {
this.v = v;
this.w = w;
this.weight = weight;
}



Arc

// retorna a ponta inicial do arco
public int from() {

return v;
}
// retorna a ponta final do arco
public int to() {

return w;
}
// retorna o custo/peso do arco
public double weight() {

return weight;

}



Digrafo com pesos

EdgeWeightedDigraph G




Estruturas de dados
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Enquanto isso...no algs4
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Edge-weighted digraph representation


https://algs4.cs.princeton.edu/44sp/

Classe

A estrutura EdgeWeightedDigraph do algs4
representa um digrafo com pesos nos arcos.

V é o numero de vértices

E é o nimero de arcos do digrafo

adj é uma referéncia para vetor de listas de

adjacéncia

A lista de adjacéncia de um vértice v é composta
por nods do tipo Arc.
Um next de Bag é uma referéncia para um Arc
Cada né da lista contém v, um vizinho w de v, o
custo do arco v-w e o endereco do né seguinte da
lista



Classe EWDigraph: esqueleto

public class EWDigraph{
private final int V;
private int E;
private Bag<Arc>[] adj;
private int[] indegree;
public EWDigraph(int V) {...}
public int V() { return V; }
public int E() { return E; }
public void addEdge(int v, int w) { }
public Iterable<Integer> adj(int v) { }
public int outdegree(int v) {...}
public int indegree(int v) {...}



Construtor de EWDigraph

Constréi um digrafo com V vértice e zero arcos.

public EWDigraph(int V) {
this.V = V;
this.E = 0;
adj= (Bag<Arc>[]) new Bagl[V];
for (int v = 0; v < V; v++)
adjlv] = new Bag<Arc>();



VO eEQO

public int VO {

return V;
}
public int EQ) {
return E;

}



addEdge () e adj ()

Insere um arco e no digrafo G.

public addEdge(Arc e) {
int v = e.from();
intw=-e-t00+
adjlv].add(e);
E++;

+

public Iterable<Arc> adj(int v) {
return adjlv];

+



edges ()

O cédigo abaixo retorna os arcos em G como uma
colecao iteravel.

public Iterable<Arc> edges() {
Bag<Arc> bag;
bag = new Bag<Arc>();
for (int v = 0; v < V; v++)
for (Arc e: adjlv])
bag.add(e);
return bag;

}



Caminhos de custo minimo

Fonte: The Shortest Distance WoW Achievement Fast


https://www.youtube.com/watch?v=GpsoFp2BcSA

Custo de um caminho

Custo de um caminho é soma dos custos de seus
arcos

Custo do caminho 0-2-4-5 é 16.
Custo do caminho 0-2-4-1-2-4-5 é 14
Custo do caminho 0-2-4-1 4




Caminho minimo

Um caminho P tem custo minimo se o custo de P
é menor ou igual ao custo de todo caminho com a
mesma origem e término

O caminho 0-3-4-5-1-2 é minimo, tem custo —1




Problema

Problema dos Caminhos Minimos com Origem Fixa
(Single-source Shortest Paths Problem):

Dado um vértice s de um digrafo com
custos nao-negativos nos arcos,
encontrar, para cada vértice t que pode
ser alcancado a partir de s, um caminho
minimo simples de s a t.



Exemplo

Entra:




Exemplo

Sai:




Arborescéncia de caminhos minimos

Uma arborescéncia com raiz s é de caminhos
minimos (= shortest-paths tree = SPT) se para
todo vértice t que pode ser alcancado a partir de s,

o unico caminho de s a t na arborescéncia
é um caminho minimo




Problema da SPT

Problema: Dado um vértice s de um digrafo com
custos nao-negativos nos arcos, encontrar uma

SPT com raiz s

Entra:




Problema da SPT

Problema: Dado um vértice s de um digrafo com
custos nao-negativos nos arcos, encontrar uma

SPT com raiz s
Sai:




Algoritmo de Dijkstra

Airline*
Emirates
Lufthansa
Delta Air Lines
Air France
British Airways
Cathay Pacific
Singapore Airlines

Fonte: What S So Great About A World Flight Paths
Map Spatial Ly In


http://pathwayto.me/world-flight-map.html/what-s-so-great-about-a-world-flight-paths-map-spatial-ly-in
http://pathwayto.me/world-flight-map.html/what-s-so-great-about-a-world-flight-paths-map-spatial-ly-in

Problema
O algoritmo de Dijkstra resolve o problema da SPT:

Dado um vértice s de um digrafo com
custos ndo-negativos nos arcos, encontrar
uma SPT com raiz s




Simulacao
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Dijkstra
Recebe digrafo G com custos nao-negativos nos
arcos e um vértice s

Calcula uma arborescéncia de caminhos minimos
com raiz s.

A arborescéncia é armazenada no vetor edgeTo[].

As distancias em relacdo a s sdao armazenadas no
vetor distTo[]

private double[] distTo;
private Arc[] edgeTo;



Fila priorizadas

A classe Dijkstra usa uma fila priorizada
private IndexMinPQ<Double> pq;
A fila é manipulada pelos métodos:

>

IndexMinPQ<Double>(): fila de vértices em
que cada vértice v tem prioridade distTo[v]
isEmpty(): a fila estd vazia?

contains(v): v estd na fila?
insert(v,valor): insere v com prior. valor
delMin(): retorna um vértice de prioridade
minima.

decreaseKey(w,valor): reorganiza a fila
depois que o valor de distTo[w] foi
decrementado.



Classe Dijkstra: esqueleto

public class Dijkstra {

private static final double INFINITY;
private final int s;

private double[] distTo;
private Arc[] edgeTo;

public Dijkstra(EWDigraph G, int s) {}
private void dijkstra(EWDigraph G,

int s) {}
public boolean hasPath(int v) {}
public boolean distTo(int v) {}
public Iterable<Arc> pathTo(int v) {}



Dijkstra

Encontra um caminho de s a todo vértice
alcancavel a partir de s.

public Dijkstra(EWDigraph G, int s) {

INFINITY = Double.POSITIVE INFINITY;

distTo = new double[G.V()];

edgeTo = new Arc[G.V()];

this.s = s;

for (int v = 0; v < G.V(); v++)
distTo[v] = INFINITY;

dijkstra(G, s);



dijkstra(): inicializacoes

private void dijkstra(EWDigraph G, int s)
{

IndexMinPQ<Double> pq =

new IndexMinPQ<Double>(G.V());
distTo[s] = 0;
pq.insert (s, distTol[s]);

// aqui vem a iteracgdo do proximo slide



dijkstra(): iteracao

while (!pq.isEmpty()) {
int v = pg.delMin();
for (Arc e : G.adj(v)) {
int w = e.to();
double d = distTol[v]+e.weight();
if (distTol[w] > d)
edgeTolw] = e;
distTol[w] = d;
if (pq.contains(w))
pq.decreaseKey(w, d);
else pq.insert(w, d);



Dijkstra

Ha um caminho de s a v?

// Método copiado de BFSpaths.
public boolean hasPath(int v) {
return distTo[v] < INFINITY;

}

// retorna o comprimento de um

// caminho minimo de s a t

public int distTo(int v) {
return distTol[v];

}



Dijkstra

Retorna um caminho de s a v ou null se um tal
caminho nao existe.

// Método adaptado de DFSpaths.
public Iterable<Arc> pathTo(int v) {
if ('hasPath(v)) return null;
Stack<Arc> path = new Stack<Arc>();
for (Arc e = edgeTolv]; e != null;
e = edgeTole.from()])
path.push(e);
return path;

+



Relacoes invariantes

S = vértices examinados

) = vértices visitados = vértices na fila

U = vértices ainda n3o visitados

(i0) n3do existe arco v-w com v.em S e wem U

_

=} F - = =

DA



Relacoes invariantes

(i1) paracadauem S, vem Qewem U

distTo[u] < distTo[v] < distTo[w]

=] 5 = = E DA



Relacoes invariantes

(i2) O vetor edgeTo restrito aos vértices de S e (
determina um arborescéncia com raiz s

DA



Relacoes invariantes

(i3) Para arco v-w na arborescéncia vale que

distTo[w] = distTo[v| 4 custo do arco vw

DA



Relacoes invariantes

(i3) Para cada vértice v em S vale que distTo[v] é
o custo de um caminho minimo de s a v.

DA



Q>



Q>



lteracao
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Consumo de tempo

O consumo de tempo da funcdo dijkstra é
O(V + E) mais o consumo de tempo de

=1 execucao de
<V execucoes de
<V execucoes de
<V execucoes de
< E execucoes de
< E execucoes de

IndexMinPQ<Double>,
insert(),

isEmpty(),

delMin(), e
contains(),
decreaseKey/().




Consumo de tempo MIN-HEAP

IndexMinPQ O(V)
isEmpty O(1)
insert O(lg V)
delMin O(lg V)
decreaseKey | O(lg V)
contains O(1)




Conclusao

O consumo de Dijkstra é O(ElgV).

Para grafos densos podemos alcancar consumo de
tempo étimo . .. detalhes MAC0328 Algoritmos em
Grafos.



Consumo de tempo Min-Heap

H heap \ d-heap \ fibonacci heap
insert O(lgV) | O(logp V) O(1)
delMin O(lgV) | O(logp V) O(lgV)
decreaseKey | O(lgV) | O(logpV) O(1)

Dijkstra | O(ElgV) | O(Elogp V) | O(E+VIgV)




Consumo de tempo Min-heap

H bucket heap \ radix heap ‘

insert O(1) O(lg(veC))
delMin O(C) O(lg(veC))
decreaseKey O(1) O(1)
Dijkstra [ O(E+VC) | O(E+ Vig(Vve)) |

C = maior custo de um arco.



Caminhos minimos em DAGs

Fonte: Directed acyclic graph


https://en.wikipedia.org/wiki/Directed_acyclic_graph

DAGs

Um digrafo é aciclico se nao tem ciclos
Digrafos aciclicos também s3o conhecidos como
DAGs (= directed acyclic graphs)

Exemplo: um digrafo aciclico
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DAGs

Um digrafo é aciclico se nao tem ciclos
Digrafos aciclicos também s3o conhecidos como
DAGs (= directed acyclic graphs)

Exemplo: um digrafo que nao é aciclico




Ordenacao topologica

Uma permutacao dos vértices de um digrafo é
uma seqiiéncia em que cada vértice aparece uma e
uma sé vez

Uma ordenacao topolégica (= topological

sorting) de um digrafo é uma permutacao
ts[0], tsl1], ..., ts[V-1]

dos seus vértices tal que todo arco tem a forma
ts[il-ts[j] comi < j

ts[0] é necessariamente uma fonte
ts[V-1] é necessariamente um sorvedouro



Exemplo

012345
032451

tsli]




Fato

Para todo digrafo G, vale uma e apenas umas
das seguintes afirmacdes:

» G possui um ciclo

» G € um DAG e, portanto, admite uma
ordenacao topoldgica

Fonte: Well-Known Powerful Yin Yang Symbol Dates

Back To Ancient China



http://www.ancientpages.com/2016/09/23/well-known-powerful-yin-yang-symbol-dates-back-to-ancient-china/
http://www.ancientpages.com/2016/09/23/well-known-powerful-yin-yang-symbol-dates-back-to-ancient-china/

Problema

Problema:
Dado um vértice s de um DAG com
custos possivelmente negativos nos
arcos, encontrar, para cada vértice t que
pode ser alcancado a partir de s, um
caminho simples minimo de s a t

Problema:
Dado um vértice s de um DAG com
custos possivelmente negativos nos
arcos, encontrar uma SPT com raiz s
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AcyclicSP

A classe AcyclicSP recebe um DAG G com custos
possivelmente negativos. Recebe também um
vértice s.

A classe determina uma ordenacao topolégica dos
vértices de Gatravés da classe DFStopological
modificada para trabalhar com EWDigraphs.

Para cada vértice t, a funcdo calcula o custo de um
caminho de custo minimo de sa t. Esse niumero é
depositado em distTo[t].

public class AcyclicSP(EWDigraph G,
int s);



Classe AcyclicSP: esqueleto

public class AcyclicSP {

private static final double INFINITY;
private final int s;

private double[] distTo;
private Arc[] edgeTo;

public AcyclicSP(EWDigraph G, int s) {}
private void acyclic(EWDigraph G,
int s) {}
public boolean hasPath(int v) {}
public boolean distTo(int v) {}
public Iterable<Arc> pathTo(int v)



AcyclicSP

Encontra um caminho de s a todo vértice
alcancavel a partir de s.

public AcyclicSP(EWDigraph G, int s) {
INFINITY = Double.POSITIVE INFINITY;
distTo = new double[G.V()];
edgeTo = new Arc[G.V()];
this.s = s;
for (int v = 0; v < G.V(); v++)

distTo[v] = INFINITY;

acyclic(G, s);



acyclic()

private void acyclic(EWDigraph G, int s){
DFStopological ts= new DFStopological(G);
distTo[s] = 0;
for(int v: ts.order()) {

for (Arc e : G.adj(v)) {
int w = e.to();
double d = distTo[v]+e.weight();
if (distTolw] > d) {
edgeTol[w] = e;
distTol[w] = d;



AcyclicSP

Ha um caminho de s a v?

// Método copiado de BFSpaths.
public boolean hasPath(int v) {
return distTo[v] < INFINITY;

}

// retorna o comprimento de um

// caminho minimo de s a t

public int distTo(int v) {
return distTol[v];

}



AcyclicSP

Retorna um caminho de s a v ou null se um tal
caminho nao existe.

// Método adaptado de DFSpaths.
public Iterable<Arc> pathTo(int v) {
if ('hasPath(v)) return null;
Stack<Arc> path = new Stack<Arc>();
for (Arc e = edgeTolv]; e != null;
e = edgeTole.from()])
path.push(e);
return path;

+



Consumo de tempo

O consumo de tempo de AcyclicSP para vetor
de listas de adjacéncia é O(V +E).

O consumo de tempo de AcyclicSP para
matriz de adjacéncias é O(V?).
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