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MACO0338 Analise de Algoritmos

Slides de Paulo Feofiloff .

[com erros do coelho]

“A analise de algoritmos é uma disciplina de engenharia. Um
engenheiro civil, por exemplo, tem métodos e tecnologia para
prever o comportamento de uma estrutura antes de
construi-la.

Da mesma forma, um projetista de algoritmos deve ser capaz
de prever o comportamento de um algoritmo
antes de implementa-lo.”



AVISOS

~ » Pagina da MAC0338: o
http://paca.ine.usp. br/
o Paca: Cadastro, forum, entregas de trabalho

® Monitor: Rafael Cosentino
Ha. das 12:30 as 14:00 (?)
cosen@ ne. usp. br

® Livros:

s CLRS = Cormen, Leiserson, Rivest, Stein,
Introduction to Algorithms

s AU = Aho, Ullman, Foundations of Computer
Science

s TAOCP = Knuth, The Art of Computer Programming
L o Tarefas: Tarefa 1 esta disponivel na Paca. J
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MACO0338

~ Continuag&o natural de MAC0323 Estrutura de Dados. |
A disciplina

9

estuda algoritmos eficientes e elegantes para alguns
problemas computacionais basicos;

prova a correcao de algoritmos iterativos a partir de
suas relacoes invariantes;

explora a estrutura recursiva dos problemas para
construir algoritmos eficientes;

formaliza o conceito de desempenho (assintotico) de
algoritmos;

calcula o desempenho de varios algoritmos basicos.

|
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Principais topicos

Elementos de analise assintotica (notacéao O, () e ©) T
Solucao de recorréncias

Analise da correcdo e desempenho de algoritmos

iterativos

Analise da correcdo e desempenho de algoritmos
recursivos

Analise de pior caso e analise probabilistica

goritmos de busca e ordenacao

Algoritmos de programacao dinamica

Algoritmos gulosos

goritmos para problemas em grafos

Analise amortizada de desempenho

Introducéo a teoria da complexidade: problemas

completos em NP J

>

>
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Introducao a AA

CLRS 2.1-2.2
AU 3.3, 3.6
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Exercicio 1.A
- Quanto vale S no fim do algoritmo? o

S «— 0
para : «— 2 até n — 2 faca
para j < ¢ até n faca
S— S+1

>~ W DN P

Escreva um algoritmo mais eficiente
~ que tenha o mesmo efeito. B
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1424+ (n—1)+n="

f Carl Friedrich Gauss, 1787_\
o

—_ N W B~

1 2 3 4 n
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1424+ (n—1)+n="

f Carl Friedrich Gauss, 1787_\
-

—_ N W B~

1 2 3 4 n




1424+ (n—1)+n="
Carl Friedrich Gauss, 1787_\

A n+1

n

—_— N W

—
1 2 3 4 1 2 3 4 n



1424+ (n—1)+n="

Carl Friedrich Gauss, 1787_\
A n+1

n

—_— N W

—
1 2 3 4 1 2 3 4 n

n  n(n+1) B

l) X ==
(n + ) 9 ) Agortmos - prs?




Solucao

o N

Se n > 4 entao no fim da execucao das
linhas 1-4,

S=Mmn-1)+n—-2)+---+4+3

= (n+2)(n—3)/2

_ 1.2 1.
= 5N AL 3.



-

All..n] e crescente se A[1] < ---

Ordenacao

< Aln].

-

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de mode que ele

flgue crescente.

Entra:

33

5

33

44

33

22

11

99

22

5

7

|
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-

All..n] e crescente se A[1] < ---

Ordenacao

< Aln].

-

Problema: Rearranjar um vetor A[1..n] de mode que ele

flgue crescente.

Entra:

Sai:

33

5

33

44

33

22

11

99

22

5

7

11

22

22

33

33

33

44

29

29

77

99

|
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Ordenacao por insercao

fcha/ue = 38

1

20

25

39

40

44

59

99

10

65

50
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Ordenacao por insercao

fcha/ue = 38

1

20

25

39

40

44

59

99

10

65

50




Ordenacao por insercao

fcha/ue = 38

1 T n
201253514044 155(138199]10 |65 |50
1 ( 9 n
2025|3540 44 55199 |10 | 65 | 50




Ordenacao por insercao

fcha/ue = 38

1 T n
201253514044 551381991065 |50
1 ( 9 n
20 |25 |35 140 |44 55199 |10 | 65 | 50
1 ( 17 n
20 | 25|35 |40 44155199110 | 65 | 50

|
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Ordenacao por insercao

fcha/ue = 38

1 T n
201253514044 551381991065 |50
1 ( 9 n
20 |25 |35 140 |44 55199 |10 | 65 | 50
1 ( 17 n
20 | 25|35 |40 44155199110 | 65 | 50
1 1 17 n
201 25|35 40 [ 44155199 | 10 | 65 | 50

|
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Ordenacao por insercao

fcha/ue = 38

1 T n
201253514044 551381991065 |50
1 ( 9 n
20 |25 |35 140 |44 55199 |10 | 65 | 50
1 ( 17 n
20 | 25|35 |40 44155199110 | 65 | 50
1 1 17 n
201 25|35 40 [ 44155199 | 10 | 65 | 50
1 ( 9 n
L 2012513538140 144155199 10|65 |50

|
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Ordenacao por insercao

chave

99

1

20

25

39

38

40

44

55

10

65

50
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Ordenacao por insercao

chave

99

1

20

25

39

38

40

44

55
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50




Ordenacao por insercao

chave

99

chave
10

1

20

25

39

38

40

44

55

99

10

65

50
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20

25

39
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40

44
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99
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50




Ordenacao por insercao

chave

99

chave
10

1

20

25

39

38

40

44

55

99

10

65

50

1

10

20

25

35

38

40

44

99

99

65

50




Ordenacao por insercao

chave

99

chave
10

chave
65

1

20

25

39

38

40

44

55

99

10

65

50

1

10

20

25

35

38

40

44

99

99

65

50

1

10

20

25

39

38

40

44

59

99

65

50

|
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Ordenacao por insercao

chave

99

chave
10

chave
65

1

20

25

39

38

40

44

55

99

10

65

50

1

10

20

25

35

38

40

44

99

99

65

50

1

10

20

25

39

38

40

44

59

65

99

50

|
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Ordenacao por insercao

chave

99

chave
10

chave
65

chave

50

20

25

39

38

40

44

55

99

10

65

50

10

20

25

35

38

40

44

99

99

65

50

10

20

25

39

38

40

44

59

65

99

50

10

20

25

39

38

40

44

5

65

99

50

|
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Ordenacao por insercao

chave

99

chave
10

chave
65

chave

50

20

25

39

38

40

44

55

99

10

65

50

10

20

25

35

38

40

44

99

99

65

50

10

20

25

39

38

40

44

59

65

99

50

10

20

25

39

38

40

44

50

5

65

99

|
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Ordenacao por insercao

o N

Algoritmo rearranja A[1..n] em ordem crescente.

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para j «— 2 até n faca

2 chave «— Alj]

3 1— 7 —1

4 enquanto : > 1 e Ali] > chave faga
5 Ali 4+ 1] «— Ali] > desloca

6 1+—1—1

\]

Ali + 1] < chave > insere

o |
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Ordenacao por insercao

o N

Algoritmo rearranja A[1..n] em ordem crescente

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)

0O j«2

1 enquanto j <nfaca

2 chave «— AlJ]

3 1 — 7 —1

4 enquanto : > 1 e A[i] > chave faca
5 Ali + 1] < Ali)] > desloca

6 1 +— 01— 1

Ali + 1] < chave > Insere

j e i+l
. .
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O algoritmo faz o que promete?

fCorregéo do algoritmo! T
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O algoritmo faz o que promete?

fCorregéo do algoritmo! T

Relacao invariante chave:

(10) na linha 1 vale que: A[1..j—1] é crescente.
1 17 n
2012513540 14415538199 |10 |65 |50

o |
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O algoritmo faz o que promete?

fCorregéo do algoritmo! T

Relacao invariante chave:

(10) na linha 1 vale que: A[1..j—1] é crescente.
1 17 n
2012513540 14415538199 |10 |65 |50

Supondo que a invariante vale.
Correcao do algoritmo € evidente.

No inicio da ultima iteracao das linhas 1-7 tem-se que
7 =n+ 1. Da invariante conclui-se que A[l..n] é crescente.

o |
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-

(1I1) A[l..:] e A1+ 2.. 7] sao crescentes
(12) All..i] < Ali+2..7]
(1I3) Ali +2..j] > chave

chave

38

1

Malis Invariantes

Na linha 4 vale que:

20

25

39

40

44

515

99

10

65

50

|
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-

(1I1) A[l..:] e A1+ 2.. 7] sao crescentes
(12) All..i] < Ali+2..7]
(1I3) Ali +2..j] > chave

chave

38

iInvariantes (i1),(i2) e (i3)
+ condicao de parada do enquanto da linha 4

1

Mais Invariantes

Na linha 4 vale que:

(

J

20

25

39

40

44

515

99

10

65

50

+ atribuicao da linha 7 = validade (i0)

LDemonstre!

|
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Correcao de algoritmos iterativos

o N

Estrutura “tipica” de demonstracGes da correcao de

algoritmos iterativos através de suas relacoes invariantes
consiste em:

1. verificar que a relacao vale no inicio da primeira
iteracao;

2. demonstrar que

se a relacao vale no inicio da iteracao, entao ela
vale no final da iteracao (com os papéis de
alguns atores possivelmente trocados);

3. concluir gue, se relacao vale no inicio da ultima
Iteracao, entao a a relacao junto com a condicao de
parada implicam na correcao do algoritmo.

o |
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Quantas atribuicoes () algoritmo faz?

o N



Quantas atribuicoes () algoritmo faz?

~ Nmero minimo, médio ou maximo? ]
Melhor caso, caso médio, pior caso?

casos
pior

medio

f numero de atribuicoes

entradas -



Quantas atribuicoes () algoritmo faz?

f LINHAS 3-6 (A, 7, chave) T
3 i—j—1 > 2<j<n
4 enquanto : > 1 e Ali] > chave faga
5 Al + 1] «— Ali]
6 L — 1 —1

linha atribuicoes (nUmero maximo)
3 ?

4 ?
S ?
6 ?

L total ? J



Quantas atribuicoes () algoritmo faz?

f LINHAS 3-6 (A, 7, chave) T
3 i—j—1 > 2<j<n
4 enquanto : > 1 e Ali] > chave faga
5 Al + 1] «— Ali]
6 L — 1 —1

linha atribuicoes (nUmero maximo)

3 =1
4 =0
S ?
6 ?

L total ? J



Quantas atribuicoes () algoritmo faz?

f LINHAS 3-6 (A, 7, chave) T
3 i—j—1 > 2<j<n
4 enquanto : > 1 e Ali] > chave faga
5 Al + 1] «— Ali]
6 L — 1 —1

linha atribuicoes (nUmero maximo)




Quantas atribuicoes () algoritmo faz?

-

LINHAS 3-6 (A, 7, chave) T
3 i—j—1 > 2<j<n

4 enquanto : > 1 e Ali] > chave faga

5 Al + 1] «— Ali]

6 L — 1 —1

linha atribuicoes (nUmero maximo)

3 — 1
4 — 0

5 < -1
6 < -1

2j —1<2n—1 -

Algoritmos — p.20/52
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Quantas atribuicoes () algoritmo faz?

-

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n) T

1

2
3
7

para j «— 2até nfaca > j+« j+ 1 escondido

chave «— Alj]
LINHAS 3-6 (A, 7, chave)

Ali + 1] « chave

linha atribuicbes (nUmero maximo)

1 ?
2 ?
3-6 ?
7 ?

total ? J
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Quantas atribuicoes () algoritmo faz?

-

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n) T
1 paraj<—2atéenfaca = j+« j+ 1 escondido

2 chave «— Alj]

3 LINHAS 3-6 (A, 7, chave)

7 Ali + 1] « chave

linha atribuicbes (nUmero maximo)

1 —n—1+1

2 =n—1

36 < (n-—-1)(02n-1)

I = n—1

total < 2n% —1 J
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Analise mais fina

linha atribuicbes (nUmero maximo)

1 ?

~N O OB~ WDN
A I N A N

total ?



Analise mais fina

linha atribuicbes (nUmero maximo)

1 =n—14+1

2 =n—1

3 =n—1

4 =0

5 <1424+---4+(n—1)=n(n—-1)/2
6 <142+---+(n=1)=n(n—-1)/2
! =n—1

[
S

N
_|_
O
S

|
%)

total
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n? -+ 3n — 3 versus n’

n n? +3n — 3 n2T
1 1 1
2 1 4
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n? -+ 3n — 3 versus n’

n n? +3n — 3 n2T
1 1 1

2 ! 4

3 15 9
10 127 100
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n? -+ 3n — 3 versus n’

n n® 4+ 3n — 3 n2T
1 | 1
2 7 4
3 15 9
10 127 100
100 10297 10000
1000 1002997 1000000
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n? -+ 3n — 3 versus n’

n n® +3n — 3 an
1 1 1
2 I 4
3 15 9
10 127 100
100 10297 10000
1000 1002997 1000000
10000 100029997 100000000

100000 10000299997 10000000000
n? domina 0s outros termos L
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Exercicio 1.B

o .

Se a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidade
de tempo, qual o consumo total?

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para j < 2 até n faca

2 chave «— Alj]

3 1— 7 —1

4 enquanto ¢ > 1 e Ali] > chave faca
5 Ali 4+ 1] «— Ali] > desloca

6 1+—1—1

\l

Ali + 1] « chave > insere

o |
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Solucao

linha todas as execucoes da linha

1 = n

2 = n—1

3 = n—1

4 < 2434---4n = (n—-1)(n+2)/2
5 < 142+---+(n—1) = n(n—1)/2
6 < 1424---+(n—-1) = n(n—1)/2
7 = n—1

total < (3/2)n°+ (7/2)n —4
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Exercicio 1.C

o N

Se a execucao da linha i consome ¢; unidades de tempo,
para:=1,...,7, qual o consumo total?

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
1 para j < 2 até n faca

2 chave «— Alj]

3 1— 7 —1

4 enquanto ¢ > 1 e Ali] > chave faca
5 Ali 4+ 1] «— Ali] > desloca

6 1+—1—1

\l

Ali + 1] « chave > insere

o |
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Solucao parat; = 1

linha todas as execucoes da linha

1 = n

2 = n—1

3 = n—1

4 < 2434---4n = (n—-1)(n+2)/2
5 < 142+---+(n—1) = n(n—1)/2
6 < 1424---+(n—-1) = n(n—1)/2
7 = n—1

total < (3/2)n°+ (7/2)n —4
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Solucao

linha todas as execucoes da linha

1 = n X 11
2 = n—1 X 19
3 = n-—1 X 13
4 < 2434+--4+n = n—1)(n+2)/2 xty
5 < 1424---+(n=-1) = n(n—1)/2 xts
6 < 14244+ (n-1) = n(n—1)/2 Xxtg
4 = n—1 X {7
total < ?

|
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Solucao

linha todas as execucoes da linha T
1 = n X 11
2 = n—1 X 19
3 = n-—1 X 13
4 < 2434+--4+n = nm-1)n+2)/2 Xiy
5 < 1424---+(n—-1) = nn—-1)/2  Xtj
6 < 1424---4+(n-1) = nn—-1)/2  Xtg
4 = n—1 X {7
total < ((t4 +t5+tg)/2) x n?
+ (tl—I—tQ—|—t3—|—t4/2—t5/2—t6/2—|—t7) X M

—  (ta +t3+1t4+t7)

|
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Solucao

f linha todas as execucoes da linha T
1 = n X 11
2 = n—1 X 19
3 = n-—1 X 13
4 < 2434---4n = n—1)(n+2)/2 Xty
5 < 1424---+(n=-1) = n(n—1)/2 xts
6 < 14244+ (n-1) = n(n—1)/2 Xxtg
4 = n—1 X {7

total co X2+ cp X n+ e

VAN

o, C1, co SA0 constantes que dependem da maquina.

L"Q é para sempre! Esta nas entranhas do algoritmo! J
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Exerciclos

Exercicio 1.D (bom!)

Quanto vale S no fim do seguinte algoritmo?

1 S «—0

2 1N

3 enquanto : > 0 faca

4 para ;7 < 1 até i faca
5 S—S+1

6 i — |i/2]

Exercicio 1.E
Prove a invariante do algoritmo ORDENA-POR-|NSERQAO.
Exercicio 1.F
Quantas comparacoes faz o algoritmo ORDENA-POR-|NSER(;AO, no pior caso, ao
receber um vetor A[1..n]?
Exercicio 1.G
Quantas atribui¢cbes faz o algoritmo abaixo?
s «— 0
para i « 1 até n faca

S+ s+

devolva s
Escreva um algoritmo melhorado que produza o mesmo efeito com menos atribuicdes.
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Exerciclos

Exercicio 1.H (AU 3.7.1)

O algoritmo abaixo opera sobre um vetor A[1..n]. Quantas atribui¢cdes ele faz no pior
caso? Quantas comparacOes?
s<—0
para i < 1 até n faca

s «— s+ Ali
m «— s/n
k+—1
para i « 2 até n faca

se (A[i] —m)? < (Alk] — m)?

entao k «— ¢

00 NO Ol & WDN P

9 devolva £

Exercicio 1.I (AU 3.7.2)

O fragmento abaixo opera sobre uma matriz A[1..n,1..n]. Quantas atribuicdes faz?
1 para i « 1 até n — 1 faca

para j < 1+ 1 até n faca
para k < ¢ até n faca

Algoritmos — p.30/52
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Exerciclos

Exercicio 1.J (AU 3.7.3%)

Quantas atribuicdes faz o algoritmo?
SUMPOWERSOFTWO (n)
1 s«—0
2 para i < 1 até n faca
3 g —1
4 enquanto 2|j/2] = j faca
5 j—Li/2]
6 s+—s+1
7 devolva s

o |
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Chao, teto, log etc

CLRS 3.2, Al
AU 2.9



Definicoes

-

x| :=inteiroitalque s <z <i1+1

(2] :=inteiro jtalque j — 1 <2 <

Diz-se que

| @ 0 chao de z¢

] € oteto de &




Exercicio A1.A

o N

Desenhe os gréaficos das funcbes |z| e [x] para
nao-negativo.



Exercicio A1.A

o N

Desenhe os gréaficos das funcbes |z| e [x] para
nao-negativo.

Solucao
7] | ]
1 — 1 —e
1 —s 1 —e
4+ — 4+ —e
3+ —o 3+ o—e
2+ ——o 24+ o—e
1+ o—o 14—
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Exerciclos

-

Exercicio A1.B
Mostre gque para qualquer inteiro n > 1.

n—1 n n n n n-+1
2 2 2 2 2 2

para qualguer inteiro n > 1.

Exercicio A1.C
E verdade que |z]| + |y| = |= + y| para quaisquer z e y? E
verdade que [z] + [y] = [« + y| para quaisquer x e y?

Exercicio Al1.D
Desenhe os graficos das funcoes lg = e 2% para x inteiro

nao-negativo.
| -
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Exerciclos

Exercicio Al.E
Explique o significado da expressao log3/2 n.

Exercicio A1.F

Calcule 5'°85 ™, log, 3" e 1g 2™.
Exercicio A1.G

Qual a relagao entre logg n € logy n ?

Exercicio A1.H
Se i := |Ilgn], qual a relacéo entre n e 2¢ ?
Se j := [lgn], qual a relacéo entre n e 27 ?

Exercicio Al.l
E verdade que |lgn] + 1 = [lg(n + 1)] para todo inteiro n > 1?

Exercicio Al1.J
Escreva um algoritmo que calcule [lgn|.

Exercicio Al1.L
Mostre que para qualquer nimeroreal xtem-sez — 1 < |z| <z < [z] < z + 1.

Exercicio A1.M
Mostre que |n/2] + [n/2]| = n para todo inteiro positivo n.
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Malis exerciclos

Exercicio A1.N
Mostre que |z] + |y] < |x 4+ y], com igualdade se e somentese x +y — 1 < || + |y].
Encontre uma formula analoga para |-|.

Exercicio A1.0
Se c é inteiro e x € racional, é verdade que [cx| = c[z]?

Exercicio A1.P
Use a notagéo | | para representar o resto da divisao de n por 7.

Exercicio A1.Q
E verdade que [2[2n/3]/3] = [4n/9]? E verdade que |2|2n/3]/3] = [4n/9]?

Exercicio A1.R

E verdade que | |n/2]/2] = |n/4]?

Exercicio A1.S

Se n, a, b sdo inteiros positivos, é verdade que | [n/a|/b] = |n/ab]?

Exercicio A1.T
E verdade que |lgn] > lg(n — 1) para todo inteiro n > 2? E verdade que [lgn] < lg(n + 1)

para todo inteiro n > 17?
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Malis exercicios ainda

Exercicio A1.U

Prove que para qualquer numero racional x > 1 tem-se

lgz] <lglz| <lgz <lg[z] < [lgz]

Exercicio A1.V
Quantovale1/2+4+1/4+1/84+---4+1/2" +...?

o |
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