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Conjuntos disjuntos dinamicos

- N

CLR 22 CLRS?21
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Conjuntos disjuntos

 Seja S ={51,9,...,5,} uma colegdo de conjuntos o
disjuntos, ou seja,
S, N Sj = ()

para todo ¢ # ;.

o |
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Conjuntos disjuntos

 Seja S ={51,9,...,5,} uma colegdo de conjuntos o

o

disjuntos, ou seja,
S; N Sj = ()
para todo ¢ # ;.

Exemplo de colecao disjunta de conjuntos: componentes
conexos de um grafo

a b € f h 9
O O O O @
G
O O O
& d g 7

componentes = conjuntos disjuntos de vertices
{a,b,e,d} {e, [,9} {h.i} {J} B

Algoritmos — p.929/956




Colecao disjunta dinamica

- Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
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Colecao disjunta dinamica

- Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g l

aresta componentes

B tay {by {c} {d} tey {f} 19y P} Ui} U3 J

oooooooooooooooooo




Colecao disjunta dinamica

- Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g l

aresta componentes

B (b, d) lay {b,dy {cy {e} 1f} {9} 10y {iy {J} |
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Colecao disjunta dinamica

- Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g l

aresta componentes

B (e,9) {ay {b.d} {c} {e,g} 1fr {h} {1} 1/} |
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Colecao disjunta dinamica

- Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O
C d g 2

aresta componentes

(@.c)  {ach {b.d} {e.gh {£} AR} {6} )
o |
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Colecao disjunta dinamica

- Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo
Exemplo: grafo dinamico

a b € f h
O O O
G
O O O
& d q 1

aresta componentes

(hi)  A{ach {bd} {e.g} 1} {hi} {0}
o

Algoritmos — p.930/956



Colecao disjunta dinamica

- Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O O
G
O O O O
C d g 2

aresta componentes

(@b)  {abed) {eg) {f} {hi} )
o |
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Colecao disjunta dinamica

- Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O O O
G
O O O O
C d g 2

aresta componentes

(e, f) {a,b.c,dy {e. [.9r {h.i} {J}

o |
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Colecao disjunta dinamica

- Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O O
G
O O O
C d g 2

aresta componentes

b)) A{abed {efg} {hi} {5}
o |
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Operacoes basicas

-

S colecao de conjuntos disjuntos.
Cada conjunto tem um representante.

MAKESET (x): r € elemento novo
S—SU{{r}}
UNION (z,y): r € y em conjuntos diferentes

S—S&—{59,,5,}U{S,US,}
restaem S, eyestaem Sy

FINDSET (z): devolve representante do conjunto
gue contém

o |
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Connected-Componets

. N

Recebe um grafo & e contrdi uma representacéo dos
componentes conexos.

CONNECTED-COMPONENTS (G)
1 paracada vertice v de ¢ faca

2 MAKESET (v)

3 paracada aresta (u,v) de G faca

4 se FINDSET (u) # FINDSET (v)
5 entao UNION (u, v)

o |
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Consumo de tempo

~ n:=namero de vértices do grafo o
m := numero de arestas do grafo

o

linha consumo de todas as execucoes da linha

= O(n)

— n x consumo de tempo MAKESET
= ©(m)

= 2m x consumo de tempo FINDSET
< n x consumo de tempo UNION

o b W DN PP

total < O(n+m)+n x consumo de tempo MAKESET
+2m x consumo de tempo FINDSET
+n x consumo de tempo UNION

|
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Same-Component

- | N

ecide se u e v estao no mesmo componente:

SAME-COMPONENT (u, v)

1 se FINDSET (u) = FINDSET (v)
2 entao devolva SIM
3 sendo devolva NAO

o |
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Algoritmo de Kruskal

~ Encontra uma arvore geradora minima (CLRS 23). o

MST-KRUSKAL (G,w) ©> G conexo

coloque arestas em ordem crescente de w
A1
para cada veértice v faca

MAKESET (v)

para cada aresta uv em ordem crescente de w faca
se FINDSET (u) # FINDSET (v)

entao UNION (u, v)
A — AUAuv}

|
p—

© 00 01 W N PF O

devolva A

L“Avﬁ” de todos os algoritmos gulosos. J
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Conjuntos disjuntos dinamicos

-

Seqguéncia de operacoes MAKESET, UNION, FINDSET

-

M M M UF UUF UUFF F U F

N— ——
n

\ . 4

<

3

Que estrutura de dados usar?
Compromissos (trade-off s)

o |
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Estrutura de listas ligadas

-

b — —= q —
s
e =1 g = J

# cada conjunto tem um representante (inicio da lista)
# cada no x tem um campo repr
L ® repr|z| é 0 representante do conjunto que contém J
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Estrutura de listas ligadas

- N

o |
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Consumo de tempo

Operacao numero de objetos atualizados T

MAKESET (z1)
MAKESET (25)

UN|ON(ZE1, 562)

1
1
; 1
MAKESET (x),) 1
1
UNION(z3, 23) 2

UNION(zy—1,2,) n—1

total = O(n?) = O(m?)

|
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Consumo de tempo

MAKESET  O(1)
UNION O(n)
FINDSET o(1)

Uma seqliéncia de m operacdes pode consumir tempo
©(m?) no pior caso.

Consumo de tempo amortizado de cada operacéo é O(m).

o |
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Melhoramento: weighted-union

o
b d a c e q f

:

#® cada representante armazena o comprimento da lista

® a lista menor é concatenada com a maior

Cada objeto = é atualizado < Ig n:

cada vez que z € atualizado o tamanho da lista
dobra.

o |
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Conclusoes

Se conjuntos disjuntos sao representados atraves
de listas ligadas e weighted-union é utilizada, entao
uma sequéncia de m operacoes MAKESET, UNION
e FINDSET, sendo que n sao MAKESET, consome

tempo O(m + nlgn).

Se conjuntos disjuntos séo representados atraves
de listas ligadas e weighted-union é utilizada, entao
0 algoritmos CONNECTED-COMPONENTS
consome tempo O(m + nlgn) e o algoritmo
MST-KRUSKAL consome tempo O((n + m)lgn).

No gue se refere ao algoritmo MST-KRUSKAL, estamos
supondo que m = O(n?). J
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Estrutura disjoint-set forest

|

a b € f J
O O O O O
O O O

C d g 1

# cada conjunto tem uma raiz, que € 0 Seu representate
#® cada no x tem um pas
® pailr] = x Se e sOsexreéumaraiz

|
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Estrutura disjoint-set forest

Q Q

aI AWANS

# cada conjunto tem uma raiz
#® cadanod z tem um pai
® paifr] =2 Se e sOsereumaraiz

o |
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I\/IakeSef@ e FIndSet

. QL

aI AWANS

MAKESET, (z) FINDSET, (z)
1 pailz] «— x 1 enquanto pailr] # 2 faca
2 T <« pai|x]

\_ 3 devolva =z J



FiﬂdSth

FINDSET; ()

1 se paijx] ==
2 entao devolva =«
L 3 senao devolva FINDSET; (pai[x]) J
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o

UN|ON() (QZ‘, y)

1
2
3

©" «+— FINDSET, (z)
y/ — FINDSET, (1)

paily'] « 2’

Algoritmos — p.946/956



Union

B b@ , UNIONy (a, f)

VAV~
AN

UNIONg (z, )

1 2/« FINDSET) ()
2 1y «— FINDSET) (v)

3 paify] o |
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o

Union

b , UNIONg (a. f)

VAN

UNIONg (z,y)

1 2/« FINDSET) ()
2 1y «— FINDSET) (v)
3  paily'] — o
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MakeSet, Uniony e FindSef

MAKESET, (z)

1 pailz] — x

UNIONg (z,7)

1 2+ FINDSET ()
2 1y «— FINDSET) (v)
3  paily'] — 2

FINDSET; (z)

1 se paijx]| ==

2 entdo devolva =

3 senao devolva FINDSET; (pat|x|)

-



Consumo de tempo

MAKESET, O(1)
UN|ON() O(n)
FINDSET, O(n)

M MM UFUUFUFFF U F

N—— ——
n

\ J

9

3

Custo total da sequéncia:

nO(1l)+n0On)+ mO(n) =0(mn
o (1) (n) (n) = O(mn) B
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Melhoramento 1: union by rank

Lo): |
{ NN

rank|x] = posto do nd x MAKESET (x)

1 pailx] —

L 2  rank|r] < 0 J
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Melhoramento 1: union by rank

2@ ~ UNION (z,) 1 OQ .
{ N Q. T

AN

rank|r] = posto do no x MAKESET (x)

1 pailx] —

L 2 rank|x] < 0 J
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Melhoramento 1: union by rank

. QQ$ UNION (z, y) Q

rank|r] = posto do no x MAKESET (x)
1 pailx] —

L 2 rank|x] < 0 J
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I\/Ielhoramento 1: union by rank
rank|x rank |y rank|x __W

A A /\\/(

rank Tank Tank

/\ A-A3
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Melhoramento 1: union by rank

-

UNION (z,y) > com “union by rank”

r" «+— FINDSET (z)
y' < FINDSET (y) > sup0Oe que 2’ # 1/
se rank[x'] > rank[y]
entdo paily'] « 2
senao pailr'] «— 1/
se rank[x'] = rank[y/]
entdo rankly'| < rankly’] + 1

~N O O b W DN P

|
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Melhoramento 1: invariantes

-

rank
rank

rank

© o o o o o

altura(x)

o

| < rank|pai|z|] para cada no x
x| = rank|pai|x]] S€ e SO se x é raiz

pailz]] € uma fungcdo nao-descrente do tempo

nimero de nds de uma arvore de raiz = € > 27"k,
ndmero de nos de posto £ é < n/2".
altura(x) = rank|x] < lgn para cada no x

:= comprimento do mais longo caminho
gue vai de = até uma folha

|
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Melhoramento 1: custo
fSeqUéncia de operacoes MAKESET, UNION, FINDSET T

M MM UFUUFUZFFF U F

N—— ——
n

\ & J/
N

m
altura(x) < lgn para cada nd x

Consumos de tempo:  MAKESET O(1)
UNION O(lgn)
FINDSET O(lgn)

LConsumo de tempo total da sequéncia: O(mlgn) J
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Conclusoes

Se conjuntos disjuntos sao representados atraves
de disjoint-set forest com union by rank, entao uma
sequéncia de m operacoes MAKESET, UNION e
FINDSET, sendo que n sao MAKESET, consome
tempo O(mlIgn).

Se conjuntos disjuntos séo representados atraves
de disjoint-set forest com union by rank, entao os
algoritmos CONNECTED-COMPONENTS e
MST-KRUSKAL consomem tempo O((n + m)lgn).

No que se refere ao algoritmo MST-KRUSKAL, estamos
supondo que m = O(n?).
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