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Máximo divisor comum

CLRS 31.1 e 31.2
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Divisibilidade
Suponha que a, b e d são números inteiros.

Dizemos que d divide a se a = k d para algum número
inteiro k.
d | a é uma abreviação de “d divide a

Se d divide a, então dizemos que a é um multiplo de d.

Se d divide a e d > 0, então dizemos que d é um divisor de a

Se d divide a e d divide b, então d é um divisor comum
de a e b.

Exemplo:
os divisores de 30 são: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 e 30
os divisores de 24 são: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 e 24
os divisores comuns de 30 e 24 são: 1, 2, 3 e 6
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Máximo divisor comum

O máximo divisor comum de dois números inteiros a e b,
onde pelo menos um é não nulo, é o maior divisor comum
de a e b.

O máximo divisor comum de a e b é denotado por mdc(a, b).

Exemplo:
máximo divisor comum de 30 e 24 é 6
máximo divisor comum de 514229 e 317811 é 1
máximo divisor comum de 3267 e 2893 é 11

Problema: Dados dois números inteiros não-negativos a e
b, determinar mdc(a, b).
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Café com leite
Recebe números inteiros não-negativos a e b e devolve
mdc(a, b).

Café-Com-Leite (a, b) ¤ supõe a 6= 0 ou b 6= 0

1 se b = 0 então devolva a
2 se a = 0 então devolva b
3 d ← b
4 enquanto d 6 | a ou d 6 | b faça
5 d ← d − 1
6 devolva d

Relações invariantes: na linha 4 vale que

(i0) na linha 4 vale que 1 ≤ d ≤ b;
(i1) na linha 4 vale que k 6 | a ou k 6 | b para cada k > d; e
(i2) na linha 5 vale que d 6 | a ou d 6 | b.
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Consumo de tempo
linha consumo de todas as execuções da linha

1-2 Θ(1)

3 Θ(1)

4 O(b)

5 O(b)

6 Θ(1)

total Θ(3) + O(b) = O(b)

Quando a e b são relativamente primos, ou seja
mdc(a, b) = 1, o consumo de tempo do algoritmo é Θ(b).
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Conclusão

O consumo de tempo do algoritmo Café-Com-Leite
é O(b).

No pior caso, o consumo de tempo do algoritmo
Café-Com-Leite é Θ(b).

Se o valor de b dobra, o consumo de tempo pode dobrar.

Seja β := 〈b〉 o número de bits ou tamanho de b.
O consumo de tempo do algoritmo Café-Com-Leite é O(2β).
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Brincadeira

Usei uma implementação do algoritmo Café-Com-Leite
para determinar mdc(2147483647, 2147483646).
Vejam quanto tempo gastou:

meu_prompt> time mdc 2147483647 2147483646
mdc: mdc de 2147483647 e 2147483646 e’ 1.

real 2m49.306s
user 1m33.412s
sys 0m0.099s
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Algoritmo de Euclides
Recebe números inteiros não-negativos a e b e devolve
mdc(a, b).

EUCLIDES (a, b) ¤ supõe a 6= 0 ou b 6= 0

1 se b = 0

2 então devolva a

3 senão devolva EUCLIDES (b, a mod b)

“a mod b” é o resto da divisão de a por b.

Exemplo: mdc(12, 18) = 6, pois
mdc(12,18)

mdc(18,12)
mdc(12,6)

mdc(6,0)
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Correção

A correção do algoritmo EUCLIDES é baseada no seguinte
fato.

Suponha que a ≥ 0 e b > 0. Para cada d > 0
vale que

d | a e d | b se e só se d | b e d | a mod b.

Em outras palavras, os pares (a, b) e (b, a mod b) têm os
mesmos divisores.
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Outro exemplo
mdc(317811,514229)

mdc(514229,317811)
mdc(317811,196418)

mdc(196418,121393)
mdc(121393,75025)

mdc(75025,46368)
mdc(46368,28657)

mdc(28657,17711)
mdc(17711,10946)

mdc(10946,6765)
mdc(6765,4181)

mdc(4181,2584)
mdc(2584,1597)

mdc(1597,987)
mdc(987,610)

mdc(610,377)
Algoritmos – p.1005/1069



Outro exemplo (cont.)
mdc(377,233)

mdc(233,144)
mdc(144,89)

mdc(89,55)
mdc(55,34)

mdc(34,21)
mdc(21,13)

mdc(13,8)
mdc(8,5)

mdc(5,3)
mdc(3,2)

mdc(2,1)
mdc(1,0)

mdc(317811, 514229) = 1
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Mais brincadeirinha

Usei uma implementação do algoritmo EUCLIDES para
determinar mdc(2147483647, 2147483646).
Vejam quanto tempo gastou:

meu_prompt> time euclides 2147483647 2147483646
mdc(2147483647,2147483646)

mdc(2147483646,1)
mdc(1,0)

euclides: mdc de 2147483647 e 2147483646 e’ 1.

real 0m0.007s
user 0m0.002s
sys 0m0.004s
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Consumo de tempo
O consumo de tempo do algoritmo EUCLIDES é
proporcional ao número de chamadas recursivas.

Suponha que a função EUCLIDES faz k chamadas
recursivas e que na 1a. chamada ao algoritmo tem-se que
a ≥ b > 0.

Sejam

(a, b) = (a0, b0), (a1, b1), . . . (ak, bk) = (mdc(a, b), 0)

os valores dos parâmetros no início de cada chamada.

Portanto, que ai+1 = bi e bi+1 = ai mod bi para i = 1, 2, . . . , k.
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Número de chamadas recursivas
Para números inteiros p e q, p ≥ q > 0 vale que

p mod q < p/2

Desta forma,

b2 = a1 mod b1 = b0 mod b1 < b0/2 = b/21

b4 = a3 mod b3 = b2 mod b3 < b2/2 ≤ b/22

b6 = a5 mod b5 = b4 mod b5 < b4/2 ≤ b/23

b8 = a7 mod b7 = b6 mod b7 < b6/2 ≤ b/24

... =
... =

... <
... ≤ ...

O valor do 2o. parâmetro é reduzido a menos da sua
metade a cada 2 chamadas recursivas.
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Número de chamadas recursivas
Seja t o número inteiro tal que

2t ≤ b < 2t+1,

ou seja, t = ⌊lg b⌋.

Da desigualde estrita concluímos que o número de
chamadas recursivas é ≤ 2⌊lg b⌋ + 1.

Por exemplo, para a = 514229 e b = 317511 temos que

2 lg(b) + 1 = 2 lg(317511) + 1 < 2 × 18.3 + 1 = 37.56

e o número de chamadas recursivas feitas por
EUCLIDES (514229, 317511) é 27.
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Conclusões

O consumo de tempo do algoritmo EUCLIDES é
O(lg b).

Seja β := 〈b〉 o número de bits ou tamanho de b.

O consumo de tempo do algoritmo EUCLIDES é
O(β).

Se o valor de β dobra, o consumo de tempo pode dobrar.

Se o tamanho de b dobra, o consumo de tempo pode
dobrar.
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b × lg b

b ⌊lg b⌋
4 2

5 2

6 2

10 3

64 6

100 6

128 7

1000 9

1024 10

1000000 19

1000000000 29
...

...
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Números de Fibonacci

F0 = 0 F1 = 1 Fn = Fn−1 + Fn−2

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

Algoritmo recursivo para Fn:

FIBO-REC (n)
1 se n ≤ 1
2 então devolva n
3 senão a ← FIBO-REC (n − 1)
4 b ← FIBO-REC (n − 2)
5 devolva a + b
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Euclides e Fibonacci
Os números de Fibonacci estão intimamente relacionados
com o algoritmo de Euclides.

Verifique que

A chamada EUCLIDES (Fk+2, Fk+1) faz k chamadas
recursivas.

Verifique ainda que

Se a > b ≥ 0 e se EUCLIDES (a, b) faz k ≥ 1
chamadas recursivas, então

a ≥ Fk+2 e b ≥ Fk+1.
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Euclides e Fibonacci
Uma conseqüência imediata do fato anterior é:

Para todo inteiro k ≥ 1, se a > b ≥ 0 e b < Fk+1,
então EUCLIDES (a, b) faz ≤k − 1 chamadas

recursivas.

Exemplo:
F29 = 514229 e F28 = 317811 e e Euclides(514229,317811)
faz 27 chamadas recursivas.
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Razão Aurea
Suponha que um passarinho me contou que para todo
t ≥ 2 vale que

φt−2 ≤ Ft < φt−1,

onde φ = (1 +
√

5)/2 que é um número entre 1.618 e 1.619.

Exemplo:

φ26 < 1.61926 < 275689 < F28 = 317811 < 438954 < 1.61827 < φ27

Verifique que 1 + φ = φ2.
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Número de chamadas (novamente)
Suponha b ≥ 4. Se t é o número inteiro tal que

φt−2 ≤ b < φt−1 ≤ Ft+1

então o número k de chamadas recursivas de
EUCLIDES (a, b) é no máximo

t − 1 ≤ (2 + logφ b) − 1 = 1 + logφ b.

Exemplo: Segundo está nova estimativa temos que
EUCLIDES(514229, 317811) faz no máximo

1 + logφ(317811) < 1 + log1.619(317811) < 1 + 26.28 = 27.45

e o número de chamadas é 27.
[Uauuuu. Isto foi muito perto! Talvez tenha alguma conta
errada.]
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Conclusão

Se k é número de chamadas recursivas feitas por
EUCLIDES (a, b) então

k ≤ 1 + logφ b, onde φ = (1 +
√

5)/2.
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Certificados

O algoritmo EUCLIDES pode ser facilmente modificado
para nos fornecer números inteiros x e y tais que

ax + by = mdc(a, b).
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Certificados

O algoritmo EUCLIDES pode ser facilmente modificado
para nos fornecer números inteiros x e y tais que

ax + by = mdc(a, b).

E daí? Qual a graça nisto?
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Certificados

O algoritmo EUCLIDES pode ser facilmente modificado
para nos fornecer números inteiros x e y tais que

ax + by = mdc(a, b).

E daí? Qual a graça nisto?

Os números x e y são uma prova ou certificado da
correção da resposta!
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Certificados

Suponha que EUCLIDES (a, b) devolva d junto com x, y tais
que ax + by = d

podemos verificar se d | a e d | b
podemos verificar se ax + by = d

Se d′ | a e d′ | b então

d′ | (ax + by) = d

e portanto d′ ≤ d

Conclusão: d = mdc(a, b)
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Extended-Euclides

Recebe números inteiros não-negativos a e b e devolve
números inteiros d, x e y tais que d | a, d | b e a x + b y = d.

EXTENDED- EUCLIDES (a, b) ¤ supõe a 6= 0 ou b 6= 0

1 se b = 0

2 então devolva (a, 1, 0)

3 (d′, x′, y′) ← EXTENDED- EUCLIDES (b, a mod b)

4 (d, x, y) ← (d′, y′, x′ − ⌊a/b⌋y′)
5 devolva (d, x, y)
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Self-certifying algorithms
Algoritmos que devolvem certificados da sua correção são
chamados self-certifying.

Exemplos:

EXTENDED- EUCLIDES

Algoritmo de Dijkstra (caminhos mínimos)

Algoritmo de Ford e Fulkerson (fluxos em redes)

Algoritmos para programação linear
devolvem soluções do problema primal e dual

Na página pessoal de Kurt Mehlhorn há um link para uma
palestra sobre Certifying Algorithms.
Cópia local:

http://www.ime.usp.br/˜coelho/mac0338-2007/aulas/Ce rtifyingAlgs.pdf
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