Melhores momentos

AULA PASSADA
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Definicao
Sejam T'(n) e f(n) fungoes dos inteiros no reais.
fDlzemos. que T'(n) € O(f(n)) se T

T(n) € O(f(n)) € T(n) € Q(f(n)).

co f (n)
| T(n)
EEDL c1f (n)
o
3
o
=
-
2
3
—

L ;zo tamanho da entrada J
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-

Definicao

Dizemos que T'(n) € ©(f(n)) se se existem constantes T
positivas ¢, ¢y € ng tais que

c1f(n) < T(n) < 2 f(n)

para todo n > ny.

consumo de tempo

o f(n)
T(n)

c1 f(n)

i

_

no tamanho da entrada

Algoritmos — p.183/235



Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1,7)
INTERCALA (A, p, g, 7)

O WNBE

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p, g, 7)

OB WNPE

o |

Algoritmos — p.185/235



Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, g + 1, 7)

INTERCALA (A, p, ¢, 7)

gl WN B

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1, 7)
INTERCALA (A, p,q,r)

o, WNBE

o |
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Merge-Sort
- -

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1,7)
INTERCALA (A, p, g, 7)

O WNBE

Consumo de tempo?
T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+1

o |
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Merge-Sort

MERGE-SORT (A, p, r)
Sep<r
entao ¢ < [(p+r)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A, ¢ + 1, r)
INTERCALA (A, p, ¢, 7)

o WNPE

linha consumo na linha

1 O(1)
2 O(1)
3 T(In/2])
4 T([n/2}))
5 O(n)

T(n) =T(|n/2])+T(|n/2])+O(n+2)
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Merge-Sort

o N

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

T'(n)

T([n/2])+T(|n/2])+0O(n) paran=2,3,4,...

Solugao: T'(n) é ©(777).
Demonstracao: ...

Veremos, mas antes estudaremos Recorréncias.

o |
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Recorréencias

T(1) 1
T(n) = Tn—1)+3n+2 paran=2,3,4,...

Define funcao 7" sobre inteiros positivos:

n |12 3 4 5 6
T(n)|1 9 20 34 51 71

T(n)

1 sen=1
2 entao devolva 1

3 sendo devolva T(n — 1)+ 3n + 2

|
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Método da substituicao
~ Chute: 3 o

Eu acho que T'(n) = 3n? + In — 4.

Verificacao por inducao:
Sen=1lentdo T(n)=1=3+71—4.
Tome n > 2 e suponha que a formula esta certa paran — 1.

Tn) = T(n—1)+3n+2

D 8 12 4 I — 1) — 4430 +2
= %n2—3n+%+%n—%—4+3n+2
= %nQ—I—%n—Zl

LBingo! J
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Como adivinhei férmula fechada’?

/..o \
/2} 3(n—2)+2
\ 1 +n — 1 niveis

7(1) =1 8

Arvore da recorréncia;

+ 2

Tn)=Bn+2)+Bn—1)+---+8+1
7

. .
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AULA 4
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Recorréncias (continuacao)

o N

CLRS 4.1-4.2
AU 3.9, 3.11
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Exemplo 3

-

1
2G(n/2) +Tn+2 paran=2,4,8,16..,2", ..

n [1 2 4 8 16
G(n)[1 18 66 190 494
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Exemplo 3

-

P
/N

—
N——"

I

1
Gn) = 2G(n/2)+Tn+2 paran=2,4,8,16..,2", ..

n [1 2 4 8 16
G(n)[1 18 66 190 494

Formula fechada: G(n) = ???



Hmmmmmm

-

Acho que G(n) édaformanlign ...

n  G(n) 6nlgn Tnlgn 8nlgn n

1 1 0 0 0 1
2 18 12 14 16 4
4 66 48 50 64 16
8 190 144 168 192 04

16 494 384 448 512 256
32 1214 960 1120 1280 1024
64 2878 2304 2688 3072 4096
128 6604 5376 6272 7168 16334
206 15102 12288 14336 16384 65536

o |
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Chute
-

Acho gue a féormula fechada é
G(n)="Tnlgn + 3n — 2

paran =1,2,4.8,16,32. ..

L& vamos nos outra vez. ..

o |
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Chute

~ G(n)=Tnlgn+3n—2 para n=1,2,4,8,16,32... o
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Chute
~ G(n)=Tnlgn+3n—2 para n=1,2,4,8,16,32... o

Prova: Sen=1entdo G(n) =1=7-11g1 +3-1 — 2.
Sen > 2entao

G(n) = 2G(5)+Tn+2

= 2(7%1g%+3%—2)+7n+2

= Tn(lgn—1)+3n—4+4+7Tn+ 2
= Tnlgn—Tm+3n—24+Tn
= ‘nlgn+ 3n — 2

 liiiiéééésss! N
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Como adivinhel formula fechada®?

~ Arvore da recorréncia: G(n) -
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Como adivinhel formula fechada®?

fArvore da reCOWénCic’:l/mﬂLz\ T
G(3) G(3)
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Como adivinhel formula fechada®?

, . n + 2
fArvore da recorreV \ T
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Como adivinhel formula fechada®?

fArvore da recorréncia:/erQ\ T
7m0 212
77 +2
G(1)  G(l)ee + Gl Gl

total de 1 + Ign niveis
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Contas
f nivel ‘ 0 1 2 kE—1 k T

soma‘7n+2 m+4 Tm+8 ... ™m+28 2FG(1)

n = 2k k=lgn
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Contas
f nivel ‘ 0 1 2 kE—1 k T

soma‘7n+2 m+4 Tm+8 ... ™m+28 2FG(1)

k

n =2 k=lgn

Gn)=Tn+2' +n+22+.. .+ 7T+ 28+ 2°G(1)
=Tnk+(2+4+ - +28) +2F
—Tnk+2-2" —24n
=Tnlgn+2n—24+n (k=1gn)
="nlgn + 3n — 2
LIiiiééééssss B
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Série geometrica

fPara r#1,quantovale 1 + 2! + 22 + - 4 2F 1 4 2F?2 T
(CLRS (A.5), p.1060)

Solucdo: Seja Sy, ;=14 2t + 22 + -+ 2P 1 + 2P,
Temos que 25, = 2! + 22 + 23 + - - + 2" + 2L,

Logo,
S, — S = 2" — 1
e
k+1
T — 1
g, =
k r—1

Conclusao:

k+1_1
r—1

o |
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Exemplo 3 (continuacao)

E mais facil mostrar que G(n) é O(nlgn). T
Vou provar que G(n) < 9nlgn paran = 2,4,8,16, ..,2', ...
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Exemplo 3 (continuacao)
E mais facil mostrar que G(n) é O(nlgn). T
Vou provar que G(n) < 9nlgn paran = 2,4,8,16, ..,2', ...
Prova: Sen =2,G(n) =18=9-2-1g2.
Sen >4,

G(n) =2G(n/2) + Tn + 2

2 2:-9(n/2)lg(n/2) + Tn + 2
=On(lgn—1)+7Tn+ 2
=9nlgn —2n + 2

<9nlgn (poisn > 1)

Da linha 1 para a linha 2, a hipétese de inducao vale pois

LQSn/2<n. J

Algoritmos — p.203/235



Exerciclos

Exercicio 8.A

Seja T a funcéo definida pela recorréncia
T1) = 1

T(n) = Tnh-1)4+2n—2 paran=2,3,4,5,...

Verifique que a recorréncia é honesta, ou seja, de fato define uma funcéo. A partir da arvore
da recorréncia, adivinhe uma boa delimitacdo assintética para T'(n); dé a resposta em
notacao O. Prove a delimitagao pelo método da substituicao.

Exercicio 8.B
Resolva a recorréncia

T1) = 1
Tn) = Tn—-2)+2n+1 paran=2,3,4,5,...

Desenhe a arvore da recorréncia. Dé a resposta em notacéo O.

o |
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Malis exerciclos

Exercicio 8.C
Resolva a recorréncia

T1) = 1
T2) = 2
T(n) = Tmn—-2)+2n+1 paran=3,4,5,6,...

Exercicio 8.D
Resolva a recorréncia

T(1) = 1

T(n) = Tn/2)+1 paran=23,4,5,...

Exercicio 8.E
Resolva a recorréncia

T(1) = 1

L T(n) = T(|n/2])+1 paran=2,3,4,5,... J
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-

Malis exercicios ainda

Exercicio 8.F
Resolva a recorréncia

Exercicio 8.G
Resolva a recorréncia

(1)
T'(n)

Exercicio 8.H
Resolva a recorréncia

(1)
T(n)

1
T(n/2]) +n

1
2T(|n/2]) +n

1
2T ([n/2]) +n

paran = 2,3,4,5,...

paran = 2,3,4,5,...

paran = 2,3,4,5,...

|
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Exemplo 4

1

-

T(|n/2])+T(n/2])+1 paran=2,34,5, ..

n |1 23456 7 8 9 10
T(n)|1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
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Exemplo 4

1

~

-

—_

~—
Il

n |1 23456 7 8 9 10
T(n)|1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

T(n) = O(?7?)

-

T(|n/2])+T(n/2])+1 paran=2,34,5, ..
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Exemplo 4
~ Vou mostrar que 7'(n) < 2n paran =1,2,3,... o

2 34 5 6 7 8 9 10
35 7 9 11 13 15 17 19
4 6 8 10 12 14 16 18 20

T(n)
2n

N |

o |
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Exemplo 4
~ Vou mostrar que 7'(n) < 2n paran =1,2,3,... o

2 34 5 6 7 8 9 10
35 7 9 11 13 15 17 19
4 6 8 10 12 14 16 18 20

T(n)
2n

N |

Prova:
Sen=1,entao0 T'(n) =1<2x1=2n.
Sen>2

T(n)=T([n/2]) +T([n/2]) +1

23] +a3) 4
L =2n+1... Hmmm, nao deu... J
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Exemplo 4

~ Vou mostrar que T'(n) = 2n + L paran =1,2,3, ... o
n 1 23 45 6 7 & 9 10
Tn) |1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
2n—1(1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

o |
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Exemplo 4
~ Vou mostrar que T'(n) = 2n + L paran =1,2,3, ... o
34 5 6 7 & 9 10
5 79 11 13 15 17 19
5 7 9 11 13 15 17 19

~
VS
S
N——"
—_ |
W WD

Prova:
Sen=1,entdaoT'(n)=1<21=2n.
Sen>2

T(n)=T([n/2])+T([n/2]) +1

@2{%—1+2L3J—1+1

o —2n—1 Agora deu. |
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Exemplo 5

-

1
T([n/2))+T(|n/2])+6n+5 paran=23,4,5, ..

n\123456 7 8 9 10

T(n)|1 19 43 67 97 127 157 187 223 259



Exemplo 5

~
~~
—_
~
|

1
T(n) = T(n/2])+T(|n/2])+6n+5 paran=2,345, ..

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n)|1 19 43 67 97 127 157 187 223 259

T(n) = O(?7?)
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Exemplo 5

o N

Vou mostrar que 7'(n) < 20nlgn paran = 2,3,4, ...

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n) |1 19 43 67 97 127 157 187 223 259
20n|lgn| |0 40 60 160 200 240 280 480 540 600

o |

Algoritmos — p.211/235



Exemplo 5

o N

Vou mostrar que 7'(n) < 20nlgn paran = 2,3,4, ...

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n) |1 19 43 67 97 127 157 187 223 259
20n|lgn| |0 40 60 160 200 240 280 480 540 600

Prova:
Sen=23,entao T'(n) < 20n|lgn| < 20nlgn, coOmo mostra
a tabela.

Note que a base da inducao € n = 2, 3. Por qué???

o |
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Exemplo 5
fProva: (continuacao) Sen > 4 T

T(n)=T([n/2])+T(|n/2])+6n+5

hi
< 20

(1

7 n
g |5 | +20| 5] 5]
g2+0_2 g2—|—6n+5

lgn + 20 g

lgn + 20 g

:20([%} + g_)lgn—zo bJ 1 6n 45

= 20nlgn — 20

<20

NS N3 o3

= 20 (lgn —1)4+6n+5

_ZJ +6n + 5

<20nlgn (poisn > 4)

LI||' eessss! -
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Como achel as contantes?

-

1
T([n/2))+T(|n/2])+6n+5 paran=23.4,...

Supeito que 7'(n) = O(nlgn).

Algoritmos — p.213/235



Como achel as contantes?

o N

T1) = 1
T(n) = T(n/2])+T(|n/2])+6n+5 paran=234,...

Supeito que T'(n) = O(nlgn).

Vamos tentar mostrar isto!

Precisamos encontrar um numero real positivo ¢ e um
ndmero inteiro positivo n  tais que

T(n) <cnlgn

para todo n > ny.

o |

Algoritmos — p.213/235



Rascunho

o | | N

Suponha gque existam as tais constantes c e ny.
Vamos descobrir a “cara” delas.

— T([n/2]) + T(|n/2]) + 61 + 5

h- T T

<c {ﬂ le [ﬂ e bJ le LQJ +On 4o
u lgn + ¢ bJ lgn 4 6n + 5

:c({g—‘ + bJ)lgn%ms

—cnlgn+6n+5... Hmmm, nao deu...

| /\
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Nova tentativa

~ Suponha que existam c e .

T(n)=T(n/2])+T(|n/2])+6n+5

ni r
<c

= C

n

:C([_

2

lgn +c

lgn+c

:wlz:wls

JlgT e[ 33 o0

n
2
-
< c|—=
2
n
2

(lgn—1)+6n+5

W—I— {gJ)lgn—c {gJ +6n+5

=cnlgn —c {gJ + 6n + 5 Agora val!



Agora val

~ Queremos saber “quando” o

C {gJ > 6n + 5.

Bem, para c = 20 e todo n > ny = 4 temos que

n n—1
SR

2 2
—QOn_l
B )
= 10n — 10

> 6n+5 (poisn > 4)

LEiS constantes que fazem o servico: ¢ =20 e ng = 4 J
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Conclusao

o N

Rearranja Alp..r|, com p < r, em ordem crescente.

MERGE-SORT (A, p, )

1 sep<r

2 entao ¢ < |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT (A, p, q)

4 MERGE-SORT (A4,q¢+ 1,7)

5 INTERCALA (A, p, q,7)
Conclusao:

O MERGE-SORT consome O(nlgn) unidades de
tempo.

o |
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Exemplo 5 (continuacao)

o N

Vou mostrar que 7'(n) > nlgn paran =1,2,3.4,...

n [1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n) |1 19 43 67 97 127 157 187 223 259
nflgn] |0 2 6 8 15 18 21 24 36 40

o |
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Exemplo 5 (continuacao)

o N

Vou mostrar que 7'(n) > nlgn paran =1,2,3.4,...

n [1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n) |1 19 43 67 97 127 157 187 223 259
nflgn] |0 2 6 8 15 18 21 24 36 40

Prova.
Sen=1,entaoT(1)=1>1-1g1 =0.

o |

Algoritmos — p.218/235



.

Exemplo 5

fProva: (continuacao) Se n > 2, entao

T(n)=T([n/2])+T(|n/2])+6n+5

|
>
>

>

|

w|::w|:>lw|:: o] S

n

2

11e m + PJ lo H L 6n+5

2

2 2
2 2
(lgn —1) + n
9]
(gn— 1)+ g

|+ [2]ten-

1
lg - + PJ le "= 4 6n 45

2
(lg(n —1) — 1) +6n+5

(lgn —2)+6n+5

_ﬂ _9 PJ L 6n 45

2 2

>nlgn —3 {gw +6n+5>nlgn.
lllieeeessss!



Exemplo 5

-

~
~~
—_
~
|

1
T([n/2))+T(|n/2])+6n+5 paran=23,4,5, ..

=
=
|

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n)|1 19 43 67 97 127 157 187 223 259

Conclusao:

T(n) € O(nlgn).

|
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Conclusao da conclusao

O consumo de tempo do MERGE-SORT € O(nlgn)
no pior caso.

Exercicio. Mostre que:

O consumo de tempo do MERGE-SORT é O(nlgn).

LHmmmm. .. Qual a diferenca entra as duas afirmacoes? J
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Lembra?

~ Nmero minimo, médio ou maximo? ]
Melhor caso, caso médio, pior caso?

consumo de tempo

B C D E F G
entradas J
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