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Quicksort aleatorizado

CLRS 7.4
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Relembrar ...

o N

Antes de mais nada, vamos relembrar rapidamente os
melhores momentos da aula 9:

PARTICIONE;

consumo de tempo do PARTICIONE;
QUICKSORT; e

consumo de tempo do QUICKSORT.

e o o o

o |
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Particao

~ Problema: Rearranjar um dado vetor AJp..r] e devolver um |
indice ¢, p < ¢ < r, tais que

Entra:

Sail:

Alp..q—1 < Alg] < Alg+1..7]
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Particione
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Particione
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Particione
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Particione
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Particione

( 9 T
A 9933|5577 |11|22|88|66]|33 |44
1 17 X
A 13319955 77|11 |22|88|66 |33 |44
1 17 X

|
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Particione

( 9 T
A 9933|5577 |11|22|88|66]|33 |44
1 17 X
A 13319955 77|11 |22|88|66 |33 |44
1 9 X

|
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Particione

( 9 T
A 9933|5577 |11|22|88|66]|33 |44
1 17 X
A 13319955 77|11 |22|88|66 |33 |44
1 1 X

|
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Particione
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Particione

99

33

5

7

11

22

88

66

33

44

J

33

99

59

7

11

22

88

66

33

14

33

11

5

7

99

22

88

66

33

44

(

33

11

22

7

99

59

88

66

33

44

(

33

11

22

7

99

5

88

66

33

44

|

Algoritmos — p.532/571



Particione
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Particione
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Particione
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Particione

 Rearranja A[p..rJdemodoque p<g<re o
Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A4, p, )

1 o« Alr > x € 0 “pivo”
2 i1+ p—1

3 para j+«< patéer—1faca
4 se Alj] <

5 entao ¢ «— i+ 1

6 Ali] < A[j]
7 Ali+1] « Alr]

8 devolva i +1

L O algoritmo PARTICIONE consome tempo ©O(n). J
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Quicksort

~ Rearranja Ap..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p, )

1 sep<r
entao ¢ «— PARTICIONE (A, p,r)

2
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A4,q + 1,7)

o |
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Quicksort

~ Rearranja Ap..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p, )

1 sep<r
entao ¢ «— PARTICIONE (A, p,r)

2
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q+ 1,7)

p q r
A 331122334455 |88]66/| 77|99

No comeco da linha 3,

Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]

o |
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Quicksort

~ Rearranja Ap..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p, )

1 sep<r
entao ¢ «— PARTICIONE (A, p,r)

2
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q+ 1,7)

o |

Algoritmos — p.536/571



Quicksort

~ Rearranja Ap..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p, 1)

1 sep<r
entao ¢ «— PARTICIONE (A, p,r)

2
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A4,q + 1,7)

p q r
A 111221333344 ]55|66|77|88|99

O consumo de tempo € proporcional ao numero de
execucoes da linha 4 do PARTICIONE.

o |
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Resumo

O consumo de tempo do QUICKSORT é O(n?).

O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor
caso é O(nlogn).

|
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Caso medio
O consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é 777. |

A~ L 2.
Particao 5 para z:

R(n) = R(V‘T_lj) + R(Pngﬂ) + O(n)

Solucao: R(n) é O(nlgn). veja exercicio a sequir

o |
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Exerciclo

fConsidere a recorréncia
T(1) =1
T(n)=T([n/3])+T(|2n/3]) + 5n

paran =2,3,4,...

Solucgao assintotica: T'(n) € O(777), T'(n) € O(777)



Exercicio
~ Considere a recorréncia o
T(1) = 1
T'(n)="T(n/3]) +T(2n/3])+ dn

paran =2,3,4,...

Solucgao assintotica: T'(n) € O(777), T'(n) € O(777)

Vamos olhar a arvore da recorréncia.

o |
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Arvoré da recorréncia
f n
5 n

n n 2 4n
: _ \ /5
) ° [ ) Y o . 54n 54n 58n
Ltotal de niveis < loggz/,n J



Arvoré da recorréncia

-

soma em cada horizontal < 5n
numero de “niveis” < logs/,n
T(n) = a soma de tudo

T(n) < 5nlogziun + 1+---+1

-~

logg/2 n

T(n) € O(nlgn).

o |
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De volta a recorréncia

T(n)=T(|n/3|)+T(|2n/3]) + dn

paran =234, ...
n T(n)
1 1
2 1+1+5-2=12
3
A

1+1245-3 =28
124+12+5-4 =44

Vamos mostrar que T'(n) < 100nlgn paran = 2,3,4,5,6, ...
Paran =2temos 7T(2) =12 < 100-2-1g2.
Paran = 3 temos T'(3) =28 < 100 - 3 - 1g 3.

LSuponha agora que n > 3. Entéo J

Algoritmos — p.543/571



Continuacao da prova

VAE!

VAN

" .

T([51) +T(15]) +5n

n n 2n 2n
1 — | lg| = 1 — | lg| —
OO(SW g[gW +100| 3J g| 3J+5n

n + 2

100
3

1 ”1+1002”1 N s
— n
573 3 673

) on . 2
"2 e 1) 1100215 2 4 s

100
3(3 3 3

n+2. 2n 2n . 2n
100 1 1002216 2 4 5
g &g T le g o

n . 2n 2  2n 2n = 2n
100210 2 £ 100210 2 4100210 2 4 5
gl +10001g — +100--lg—+5n |
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Continuacao da continuacao da prova

o N

2 2
< 1oon1g§ +67lg?n +5n

2 2
= 100nlgn + IOOnlgg +671gn+67lg§ + on

< 100nlgn 4 100n(—0.58) + 671gn + 67(—0.58) + 5n
< 100nlgn — 58n + 671gn — 38 + dn

= 100nlgn — 53n 4+ 671gn — 38

//////

Llueeeeessss! o
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De volta ao caso médio
fO consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é ???j

i~S 1 9 .
Particao ;; para j:




De volta ao caso médio
fO consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é ???j

i~S 1 9 .
Particao ;; para j:

Solucao: R(n) € O(nlgn)



De volta ao caso médio
fO consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é ???j

i~S 1 9 .
Particao ;; para j:

Solucao: R(n) € O(nlgn)
ISSO sugere que consumo medio é O(nlgn).

Confirmacao?

o |

Algoritmos — p.546/571



Alp..r]

Exemplos

~ NUmero médio de execugdes da linha 4 do PARTICIONE. |
Suponha que Alp..r] € permutacdo de 1..n.

execs

1,2
2,1

média

Alp..r]

execs

1,2,3
2,1,3
1,3,2
3,1,2
2,3,1
3,2,1

média

2+1
2+1
2+0
2+0
2+1
2+1

16/6

|
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-

Mais um exemplo

Alp..r]

exXecs

Alp..r]|

EXECS

1,2,3,4
2,1,3,4
1,3,2,4
3,1,2,4
2,3,1,4
3,2,1,4
1,2,4,3
2,1,4,3
1,4,2,3
4,1,2,3
2,4,1,3
4,2,1,3

3+3
3+3
3+2
3+2
3+3
3+3
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1

1,3,4,2
3,1,4,2
1,4,3,2
4,1,3,2
3,4,1,2
4,3,1,2
2,3,4,1
3,2,4,1
2,4,3,1
4,2,3,1
3,4,2,1
4,3,2,1

média

3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+3
3+3
3+2
3+2
3+3
3+3

116/24

-

|
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Quicksort caso medio

~ Rearranja Ap..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p, )

1 sep<r

2 entdio ¢ — PARTICIONE (A, p, r)
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A4,q + 1,7)

Analise do consumo médio?

Basta contar o numero esperado de comparacoes na
linha 4 do PARTICIONE

Suponha que A[l..n| é permutacdo aleatoria uniforme de
L,....n

LCada permutacao tem probabilidade 1/n!. J
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Consumo de tempo médio

- O ntimero esperado C(n) de comparagdes na linha 4 do |
PARTICIONE satisfaz a recorréncia:

C'(0) =0
1 n—1
C(n) = E(ZC(k)+C(n—k—1)) +n—1paran=1,23,...
k=0
Rescrevendo ...
C'(0)=0
9 n—1
C(n)=— C(k)+n—1 paran=1,23,...
T

o - |
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Consumo de tempo meédio (cont.)

fO numero esperado C(n) de comparacgoes na linha 4 do T

PARTICIONE satisfaz a recorréncia:

C(0) = 0
2n—1
Cn)==% C(k)+n—1 paran=1,23,...
T
k=0

Para nos livrarmos da divisao, multiplicamos ambos os
lados por n

|
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Consumo de tempo meédio (cont.)

ngora para nos livramos do somatério, subtraimos a o
equacao anterior de

(n=1)Cn—-1)=2» Ck)+(n—-1)"—(n—1)

e obtemos
nCn)—(n—1)Cn—1)=2C(n—1)+2n — 2.
Agora temos que resolver uma recorréncia ‘mais simples’

C'(0) =0
nC(n)=mn+1)Cn—-1)+2n—-2 paran=1,2,3,...

o |
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Consumo de tempo meédio (cont.)

fMultipIicando, ambos os lados por m obtemos T
1 1 2 2
= —C(n—1 — .
n+10(n) nC’(n )+n+1 n(n+ 1)

Fazendo S(n) := #C(n) chegamos a recorréncia

S(0) =0

St)=S(n—1)+ —— —— > paran—1,23

n)=on n 1 n(n+1) P n=1,20,...
gue tem como solucao
1

S(n) =2(Hpq1 — 2 —

D)
o o |
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Consumo de tempo meédio (cont.)
- Concluimos que o

Cn)=2n+1)Hp11 —4(n+1)+2 paran=20,1,2,...

In(n+1) < Hyy1 < 1+4+1In(n+1)

Verifiquemos o valor de C'(n) para valores pequenos

n|0 12 3 4
C(n)|0 1 1 16/6 116/24

Hmmmmm, parece que esta certo.

o |
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Conclusoes

C(n) € O(nlogn).

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT é O(nlogn).

|
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Quicksort aleatorizado

~ PARTICIONE-ALEA(A, p, ) .
1 i+ RANDOM (p,r)
2 Ali] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)
Ssep<r
entao ¢ <+ PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
QUICKSORT-ALE (A4, p,q — 1)
QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1,7)

B~ WDN B

Analise do consumo méedio?

Basta contar o numero esperado de comparacoes na
linha 4 do PARTICIONE

o |
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Exemplo

1 2 3 4 5 6 7

Algoritmos — p.557/571

I 01 0 0 O

I 1.0 0 0

1
0

I 0 0 O

|

1

0
1

1
1

1

1
2

411 1 1

570 0 0 1

6/0 0 0 1 1

710 0 0 1 0 1




Consumo de tempo esperado

o N

Suponha Alp..r| permutacao de 1..n.

X, = humero de comparacfes entrea e b
na linha 4 de PARTICIONE

Queremos calcular
X = total de comparacgoes “A|j| < 2”
n—1 n
= > D X

a=1 b=a+1

o |
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Consumo de tempo esperado
~ Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivb em {a,...,b} €a0oub
b= -
’ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

o |
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Consumo de tempo esperado
~ Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivb em {a,...,b} €a0oub
b= -
’ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 N 1
b—a+1 b—a+1

Pr {Xabzl} — — E[Xab]

o |
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Consumo de tempo esperado
~ Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivb em {a,...,b} €a0oub
b= -
’ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 N 1
b—a+1 b—a+1

Pr {Xabzl} — — E[Xab]

n—1 n
X=> 2> Xu

a=1 b=a-+1

B[X] = 27277

|
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Consumo de tempo esperado

n—1 n —‘
— S: S: E[Xab]

a=1 b=a+1

n—1 n
= Y Y Pr{X,=1}

a=1 b=a+1

n—1 n 9
=2 2

a=1 b=a+1 b—a+1

n—1n—a

2
B ;;}1 k41
n—1

< Yo2(d+i++d)

a=1

1 1

Sl

) < 2n(1+1nn) CLRS (A.7), p.106
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE é O(nlogn).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE é ©(nlogn).

|
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