AULA 12
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1-eSImo menor elemento

CLRS 9
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-

1-eSImO menor

-

Problema: Encontrar o i-ésimo menor elemento de A[1..n)]
Suponha A[1..n| sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 é o 40. menor elemento de:

1 10

22199 |32 |88 [ 34|33 |11 ]97|55|66| A

1112213213334 |55 (166|88]97|99 | ordenado

|
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Mediana é o |

elemento

Exemplo: a mediana € 34 ou 55:

2

Mediana

ntl|-ésimo menor ou o |

n—+1

2

10

22

99

32

88

34

33

11

97

55

66

10

11

22

32

33

34

55

66

88

97

99

|-ésimo menor

ordenado

|
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Menor

~ Recebe um vetor A[1..7] e devolve o valor do menor o
elemento.

MENOR (A, n)

1  menor « A[l]

2 para k< 2 até n faca

3 se A|k] < menor

4 entao menor «— Alk]
5 devolva menor

O consumo de tempo do algoritmo MENOR é ©O(n).

o |
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Segundo menor

Recebe um vetor A[1..n] e devolve o valor do segundo T
menor elemento, supondo n > 2.

SEG-MENOR (A, n)
menor «<— min{A[1], A[2]}  segmenor «— max{A|l], A|2]}
para k < 3 até n faca
se Alk] < menor
entao segmenor «<— menor
menor «— A[k]
senao se Alk] < segmenor
entao segmenor «— Alk]
devolva segmenor

OO OIS WN B

O consumo de tempo do algoritmo SEG-MENOR é
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1-eSImO menor

~ Recebe A[l..nJeitalquel <i<n o
e devolve valor do ;-esimo menor elemento de A[l..n|

SELECT-ORD (A4, n, i)
1 ORDENE (A4,n)
2 devolva Al

O consumo de tempo do algoritmo SELECT-ORD é
O(nlgn).

o |
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Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p, r)

r— Alr]

1 «— p—1

para j < p até r — 1 faca
se Ajjy| <

Particione

 Rearranja Afp..r]de modoque p < g <re

> x € 0 “pive”

CONOOI|P~WDN PR

p

entao i — 1+ 1
Ali] < Aly]

Ali+1] «— Alr]
devolva 7 +1

33

59

7

11

22

88

66

33

44

L A 199

|
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Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p, r)

r— Alr]

1 «— p—1

para j < p até r — 1 faca
se Ajjy| <

Particione

 Rearranja Afp..r]de modoque p < g <re

> x € 0 “pive”

CONOOI|P~WDN PR

p

entao i — 1+ 1
Ali] < Aly]

Ali+1] & A[r]
devolva 7 +1

22

33

33

44

5

88

66

7

99

L A |11

|
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Particione

 Rearranja A[p..rJdemodoque p<g<re o
Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A4, p, )

1 o« Alr > x € 0 “pivo”
2 1+ p—1

3 para j+«< patéer—1faca
4 se Alj] <

5 entao ¢ «— i+ 1

6 Ali] < A[j]
7 Ali+1] « Alr]

8 devolva i +1

L O algoritmo PARTICIONE consome tempo ©O(n). J
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Algoritmo Secect

~ Recebe Ap..r]eitalque 1 <i<r—p+l o
e devolve valor do ;-esimo menor elemento de A[p.. 7]

SELECT(A, p, 7, 1)
Sep=r
entao devolva A|p]
¢ — PARTICIONE (p, )
ke—q—p+1
se k=i
entao devolva A|q]
se k>
entao devolva SELECT (A,p,q —1,1)
sendo devolva SELECT (A,q+ 1,r,i — k)

o |
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Algoritmo Secect

 SELECT(4,p,7,i)

O©CoO~NOOITP,,WDNPE

Sep=r
entao devolva A|p]
¢ — PARTICIONE (A4, p, )
ke—q—p+1
se k=i
entao devolva A|q]
se k>
entao devolva SELECT (A,p,q —1,1)
sendo devolva SELECT (A,q+ 1,r,i — k)

q

S

|
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Consumo de tempo

~ T(n) = consumo de tempo maximo quandon=r—p+1 |

linha consumo de todas as execucoes da linha

1-2 =20(1)

3 = O(n)
4-7 =40(1)

8 =T(k—1)
9 =T(n — k)

T(n) =06n+6)+max{T(k—1),T(n—Fk)}

=0O(n)+max{T(k—1),T(n—k)}



Consumo de tempo

~ T(n) pertence a mesma classe © que:

.

|
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Algumas conclusoes

No melhor caso o consumo de tempo do algoritmo
SELECT € O(n).

No pior caso o consumo de tempo do algoritmo
SELECT é O(n?).

Consumo meédio?
E[T(n)] = ??7?

o |
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Exemplos

~ Ndmero médio de comparagdes sobre todas as o
permutacoes de Alp..r] (supondo que nas linhas 8 e 9 0
algoritmo sempre escolhe o lado maior):

Alp..r] comps Alp..r] comps
1,2 1+0 1,23 2+1
2,1 1+0 2,13 2+1

média 2/2 1,32 240

31,2 2+0
2,3, 1 2+1
32,1 2+1
média 16/6

o |
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Mais exemplos

Alp..r]

comps

1,2,3,4
2,1,3,4
1,3,2,4
3,1,2,4
2,3,1,4
3,2,1,4
1,2,4,3
2,1,4,3
1,4,2,3
4,1,2,3
2,4,1,3
4,2,1,3

3+3
3+3
3+2
3+2
3+3
3+3
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1

Alp..r]

comps

1,3,4,2
3,1,4,2
1,4,3,2
4,1,3,2
3,4,1,2
4,3,1,2
2,3,4,1
3,2,4,1
2,4,3,1
4,2,3,1
3,4,2,1
4,3,2,1

média

3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+3
3+3
3+2
3+2
3+3
3+3

116/24

-

|
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Ainda exemplos

-

No casor — p+ 1 =5, a media e 864/120.

n E[T(n)

1 0 0
2 2/2 1
3 16/6 2.7
4 116/24 4.8
5 864/120 7.2

o |
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NUmero de comparacoes

O consumo de tempo assintético é proporcional a o
C'(n) = numero de comparacgoes entre elementos de A
quandon=r—p+1

linha numero de comparacoes na linha

1-2 =0

3 =n—1
4-7 =0

8 =C(k—1)
9 =C(n—Fk)

total < max{C(k—-1),C(n—k)}+n—1

o |
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NUmero de comparacoes

~ No pior caso C(n) pertence a mesma classe © que: o

C'(1)=0
C'(n)=C'"(n—1)+n—1 paran=3,4,...

Solucao assintotica:

Solucao exata:

o |
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Particione aleatorizado

 Rearranja A[p..rJdemodoque p<g<re o
Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]

PARTICIONE-ALEA(A, p,r)

1 ¢+ RANDOM (p,r)

2 Al « Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

O algoritmo PARTICIONE-ALEA consome tempo
O(n).

o |
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SeLect-ALeatorizapo (= randomized select)

~ Recebe Ap..r]eitalque 1 <i<r—p+l o
e devolve valor do ;-esimo menor elemento de A[p.. 7]

SELECT-ALEA(A, p, r, i)
Sep=r
entao devolva A|p]
¢ — PARTICIONE-ALEA (A, p,7)
ke—q—p+1
se k=i
entao devolva A|q]
se k>
entao devolva SELECT-ALEA (A,p,q —1,1)
senao devolva SELECT-ALEA (A,q+ 1,7, — k)

o |
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Consumo de tempo

O consumo de tempo é proporcional a

-

T(n) = numero de comparacdes entre elementos de A

quandon=r—p+1

linha numero de comparacoes na linha

1-2 =0

3 =n—1
4-7 =0

8 =T(k—-1)
9 =T (n— k)

total < max{T(k—-1),T(n—k)}+n—1

LT(n) é uma variavel aleatoria.

|
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Consumo de tempo

Tn)<>» XpT(h)+n—1 paran=2,3,...

onde

1 semax{k—1,n—FLk}=nh
0 caso contrario



Pl“{Xh — 1} — E[Xh]
|7 Xh{l se max{k —1,n—Fk}=nh T

0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17



Pl“{Xh — 1} — E[Xh]
|7 Xh{l se max{k —1,n—k}=nh T

0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17
Parah=1,...,|n/2] =1, Pr{X; =1} = 0= E[X}].
Para h = [n/2],...,n,

Pr{Xhzl} — E—FE — — E[Xh]

I 1 2
n
Senéimpareh = |n/2|, entdo

PriX, — 1} % _Blx,

o |
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Consumo de tempo esperado
| E[T(1)] =0 -

E[T(n)] <) E[X,T(h)]+n—1
h=1
n—1
=Y E[X)] E[T(h)] +n—1 (CLRS 9.2-2)
h=1
n—1

<= E[T(h)]+n—1 paran=2,3,...
h=a

onde a = |n/2].

- Solugdo: E[7(n)] = O(n). .



Consumo de tempo esperado

~ E[T'(n)] pertence a mesma classe O que: o

S(1) =0
n—1
< Z —1 =2.3,...
S(n) < = ;S(h) +n—1 paran=2,3,

onde a = |n/2].
n I 2 3 4 5 6 7 8 9 10

S(n)|0.0 1.0 2.7 48 7.4 10.0 13.1 158 19.4 22.1
n | 4 &8 12 16 20 24 28 32 36 40

Vamos verificar que S(n) < 4n paran =1,2,3,4,...

o |
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Recorréncia
fProva: Sen=1,entdo S(n) =0<4=4-1=4n. Sen > 2, T

S(n) < —ZS(h)Jrn—l

L :3n_§+n—1:4n—§—1<4n. J
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Conclusao

O consumo de tempo esperado do algoritmo
SELECT-ALEA é O(n).

|
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Exerciclos

Exercicio 18.A [CLRS 9.1-1] [muito bom!]

Mostre que o segundo menor elemento de um vetor A[l .. n] pode ser encontrado com néo
mais que n + [lgn| — 2 comparagdes.

Exercicio 18.B
Prove que o algoritmo Select Aleatorizado (= Randomized Select) funciona corretamente.

Exercicio 18.C [CLRS 9.2-3]
Escreva uma verséao iterativa do algoritmo Select Aleatorizado (= Randomized Select).

o |
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Selecao em tempo linear

-

CLRS 9.3

BFPRT = Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan



Select-BFPRT

~ Recebe Ap..r]eitalque 1 <i<r—p+l o
e devolve um indice ¢ tal que Al¢] € 0 :-ésimo menor
elemento de A[p..r]

SELECT-BFPRT (A, p,r,1)

entao devolva SELECT-BFPRT (A,p,q —1,1)
sendo devolva SELECT-BFPRT (A,q+ 1,r,i — k)

o |
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1 sep=r

2 entdo devolva p > pe ndo Alp|
3 ¢+ PARTICIONE-BFPRT (A,p, 7“)

4 k+—qg—p+1

5 sek=1

6 entdo devolva ¢ > ¢ e ndo Alg
{ sek>:

3

9



Particione-BFPRT
q

™~ N

kE—1 n—k

Rearranja A[p..r] e devolve um indice ¢, p < ¢ < r, tal que
Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..r] e

max{k —1,n — Lk} < M—SJ + 6,

onden=r—p+lek=qg—p—+1.

Suponha que
LP(n) ;= consumo de tempo maximo do algoritmo J
PARTICIONE-BFPRT quandon =r —p+1
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. T(n)

Consumo de tempo

:= consumo de tempo maximo do algoritmo T

SELECT-BFPRT quandon =r —p+1

linha consumo de todas as execucoes da linha

1-2 =20(1)

3 = P(n)
4-7 =40(1)

8 =T(k—1)
9 =T(n—Fk)

T(n) =606(1)+ Pn)+max{T(k—1),T(n—k)}

<O(1)+ P(n)+T(| 2] +6)

|
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Particione-BFPRT
1 %] o

max{k—Ln—k}gn—s(E {%H —2>

3N m
<n—[(=Z_6)=_—"—
<n <1O 6) 1O+6
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Particione-BFPRT
fn =r—p+1

PARTICIONE-BFPRT (A4, p, r)

para j < p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]—1) faca
ORDENE (A4, j, j+4)

ORDENE (A, p+5|n/5],n)

para j — 1 até [n/5]—1 faca
Blj] — Alp+5j—3]
B[[n/5]] < A[[(p+5[n/5]4+n)/2]]

k «— SELECT-BFPRT(B, 1, [n/5], | ([n/5]+1)/2])

A[k] s A[T]
devolva PARTICIONE (A, p,r)

O OO ~ o O1 b wWwWnN -



Particione-BFPRT
fn =r—p+1 T

PARTICIONE-BFPRT (A4, p, r)

para j < p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]—1) faca
ORDENE (4, j, j+4)

ORDENE (A, p+5|n/5],n)

para j — 1 até [n/5]—1 faca
Alj] — Alp+55—3]
Alln/5]] < A[[(p+5|n/5]+n)/2]]

k «— SELECT-BFPRT(A, p,p+|n/5|—1, | (|n/5|+1)/2])

A[k] s A[T]
devolva PARTICIONE (A, p,r)

Algoritmos — p.638/645

O OO ~ o O1 b wWwWnN -



Consumo de tempo do Particione-BFPR

 P(n)

:= consumo de tempo maximo do algoritmo T

PARTICIONE-BFPRT quandon=r —p+1

linha consumo de todas as execucoes da linha

1-3 = [n/5]6(1)
4-6 = [n/5|06(1)
/ =T([n/5])
8 = 0O(1)

9 = O(n)




Consumo de tempo do Select-BFPRT

fT(n) := consumo de tempo maximo do algoritmo T
SELECT-BFPRT quandon =r —p+1

Temos gue

T(1) =06(1) paran < 30

paran = 30,31, ...,



Consumo de tempo do Select-BFPRT

~ T(n) pertence a mesma classe O que: o

S(n)=1 paran < 30

S(n) gS({%D +S<M—§J +6> +n paran > 30

n |30 60 90 120 150 180 210 240 270 300
S(n) |32 185 330 451 572 732 902 1040 1224 1439

Vamos verificar que S(n) < 80n paran =1,2,3,4, ...

Prova: Sen=1,...,29,entdo S(n) =1 < 80 < 80n.
Sen=230,...,99, entao

| S(n) < S(120) = 451 < 80 x 30 < 80n. |
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Recorréncila

fSenz 100’;;:?13({75%1) +S(M_75J +6) » T
s m +80<M—3J +6> +n
§80(§+1)+80 (%+6) +n

7
— 80— + 80 + 80— 1 480 + n

5 10
— 16n + 56n + n + 560
= 73n + 560

< 80n (pois n > 100).

L Logo, T'(n) € O(n). J
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo SELECT-BFPRT
é Oh(n).




Como adivinhel classeg)?

fArvore da recorréncia: S(n)



Como adivinhel classeg)?

fArvore da recorréncia: n
S(15m) S(in)



Como adivinhel classeg)?

. ~ . T
7

N /\

100” 100 100” 100



Como adivinhel classeg)?

Arvore da recorréncia;

49 1 14
1007 100" 1007
[ } [ J [ J
[ ) [ J [ J
[ ) [ J [ J
e 6 o ® 6 o



Contas

nivel | 0 1 2 . k=1 k T
soma n in in 9l€—_1n in
10 102 e 10+—T 10%
1081 10%
9]€—1 <n§ 9_]-13 = k = [10g§n]
9 9k—1 9k
Sn)=n+-—n+---+ n+ —n
10 10k—1 10%
9 9k
—(1+ = .. =
R TR T A
B 9k—1—1
= 10(1 — 10k+1)n
< 10n

|
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