AULA 17
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Mais analise amortizada

CLR 18 ou CLRS 17



Analise amortizada

o N

Analise amortizada = analise do consumo de tempo de
uma seqguéncia de operacoes

Usada nos casos em que

0 consumo de tempo no pior caso de n operacoes é
menor

gue n vezes 0 consumo de tempo no pior caso de
uma operacao

o |
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Tabelas dinamicas

.
11111
22222
(| 11111 33333
22222 44444
1 S — > 1
33333 55555
\ | 44444
/
n|T]= ndmero de itens t|T|= tamanho de T

Llnicialmente n|T) =t|T] =0 J
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Insercao

flnsere um elemento z na tabela 7 T
TABLE-INSERT (T, x)

se t|T] =0
entao aloque tabela|T| com 1 posicao
t|T] — 1
se n|T| = t|T]
entao aloque nova-tabela com 2t|T| posicoes
Insira itens da tabela|T'| Na nova-tabela

tlnova-tabela| «— 2t|T]
libere tabela|T
tabela|T] < nova-tabela

Insira = na tabela|T
n|T] < n|T]+1
LCusto = numero de insercoes elementares (linhas 6 e 10) J

CLWooNOOUL,L,WDN P
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Seqguéncia den TasLe- | NserTS

12 0p 22 0p m? op

Ty — Ty — Ty — - — Ty,

T; = estado de 7" depois da * operacao
Custo real da i* operacao:

1  se haespaco
C; — .
n; Se tabela cheia

onde n; = valorde n|T| depois da * operagao

(

Custo de uma operacao = O(m)

LCusto das m operagbes = O(m?) Exagero!

|

Algoritmos — p.814/846



f operacdo (n|7]) t[7] custo
1 1 1
2 2 1+l
3 4 142
4 4 1
) 8 1+4
6 8 1
I 8 1
8 8 1
9 16 1+8
10 16 1
16 16 1

L 17 32 1+16
33 64 1+32

Exemplo

11111

11111

22222

11111

11111

22222

22222

33333

44444

11111

11111

22222

22222

33333

44444

88888
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Custo amortizado
fCusto total: T

n k
Zcz- = m+22i —n+2"M 1 <« n+2m—1 < 3m
1=1 1=0

onde k = |lg(m — 1)

Custo amortizado:

o |
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Conclusoes

O custo de uma sequéncia de m execucoes do
algoritmo TABLE-INSERT e ©(m).

O custo amortizado do algoritmo TABLE-INSERT
é O(1).

|
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Metodo de analise agregada

-

m operacoes consomem tempo 7'(m)
custo médio de cada operacéo e T'(m)/m
custo amortizado de cada operacéo e T'(m)/m

defeito: no caso de mais de um tipo de operacao, o
custo de cada tipo nao € determinado separadamente

|
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Método de analise contabil

~ TABLE-INSERT (T, z) o
credito «— credito + 3
1 set|T]=0
2 entao aloque tabela|T| com 1 posicao
3 t|T] — 1
4 sen|l]=tT]
5 entao aloque nova-tabela com 2t|T| posicoes
6 Insira itens da tabela|T| Na nova-tabela
custo «— custo + n|T|

7 libere tabela|T
8 tabela|T] < nova-tabela
9 t|T] «— 2t|T

10 insira x na tabela|T|

11 n[T]) «—n|[T]+1

custo < custo + 1 J
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Método de analise contabil

flnvariante: soma créditos > soma custos reais T

n|T'] t[T] custo credito saldo
1 1 1 3 2
2 2 1+1 3 3
3 4 142 3 3
4 4 1 3 5
5 8 1+4 3 3
6 8 1 3 5
7 8 1 3 7
8 8 1 3 9
9 16 1+8 3 3
10 16 1 3 5
16 16 1 3 17
L 17 32 1+16 3 3 J
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Método de analise contabil

11111 2

11111

11111

22222

11111

L
-

33333

11111 30

11111

22222

S
-

44444

22222

33333

>
DO

99229 $2

44444

i

DO

|
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Método de analise contabil

f Pague $1
guarde $1

guarde $1

para inserir um novo elemento T
para eventualmente mover o novo elemento

para mover um elemento gue ja esta na tabela

Custo amortizado por chamada de TABLE-INSERT: < $3
Sequéncia de m chamadas de TABLE-INSERT.
Como $ armazenado nunca € negativo,

soma custos reails < soma custos amortizados

= O(m)

|
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Método de analise contabil

cada operacao paga seu custo real o

cada operacao recebe um certo numero de creditos
(chute de custo amortizado)

balanco nunca pode ser negativo
soma creditos > soma custos reais

créditos ndo usados sao guardados para pagar
operacoes futuras.

custo amortizado da operacéo < numero médio de
creditos recebidos

custo amortizado de cada tipo de operacao pode ser
determinado separadamente J
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Metodo de analise potencial

~ Fungéo potencial: &(T) := 2n[T] — t[T]

n|T t[T] custo &(7T) AP custo+Ad
1 1 1 1 +1 2
2 2  1+1 2 +1 3
3 4 142 2 0 3
4 4 1 4 +2 3
5 8 1+4 2 —2 3
6 8 1 4 +2 3
7 8 1 6 +2 3
8 8 1 8 +2 3
9 16 1+8 2 —6 3
10 16 1 4 +2 3
16 16 1 16 +2 3
17 32 1+16 2 -4 3

-

|
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Metodo de analise potencial

~ Fungéo potencial: &(T) := 2n[T] — t[T] o
Note que 0 < ®(7") < t|T]

Calculo do custo amortizado ¢;:

Se /? operacao nao causa expansao entao

A

¢i = G+ Pi—Pig

I+ (2774' — ti) — (277/7;_1 — ti—l)
1+ (2727; — ti) — (2(72@ — 1) . ti)
= 3

n;,t;, ®; = valores depois da i* operacao

o |
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Metodo de analise potencial

o N

Se ® operacao causa expansao entao

A

&)

ci+®;, — P

= n;+ 2n; —t;) — (2nj—1 — t;—1)

= n;+ (2n; —2n-1) — (2ni—1 — nij—1)
= n;+2n; —3n;_1

= n; +2n; — 3(n; — 1)

= 3

Conclusao: ¢; = 3 para qualquer ¢ > 2

o |
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Metodo de analise potencial

O custo real das n operacoes é limitado pelo custo
amortizado pois ¢ > 0:

m

Zci = Zéi—q)er@o

1=1

-



Metodo de analise potencial

o N

# método contabil visto como energia potencial

# potencial associado a estrutura de dados

o |
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Seqglencia de hsert € DeLeTe

~ Seqiiéncia de operagdes TABLE-INSERT e o
TABLE-DELETE

I I D1 | DI D D I D D I |

~~
m

Custo total de uma sequéncia de TABLE-INSERT e
TABLE-DELETE?

o |
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Remocao

Remove um elemento z da tabela 7 T
TABLE-DELETE (7',x) ©> supoOe x na tabela|T’

remova x da tabela|T]

n|T] < n|T] -1

se n[T] < t[T]/2 > tabela esta “vazia™?

entao aloque nova-tabela com t[T']/2 posicoes

Insira itens da tabela|T| na nova-tabela
tlnova-tabela) «— t|T]/2
n|nova-tabela| «— n|T|
libere tabela|T]
tabela|T] < nova-tabela

=

OCONOOIOTPA~,WN

Custo = numero de remocoes e insercoes elementares
(inhas 1 e 5)

|
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Seqguiéncia de wsert € DeLete

~ Seqiiéncia de operagdes TABLE-INSERT e o
TABLE-DELETE

Il --- I I I D D11 DDT11 DD

m/2

Se m = 2%, entdo custo total da sequéncia:

o @(%) + % @(%) = O(m?) N
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Remocao

Remove um elemento z da tabela 7 T
TABLE-DELETE (7',x) ©> supoOe x na tabela|T’

remova x da tabela|T]

n|T] < n|T] -1

se n[T] < t[T]/4 > tabela esta “vazia™?

entao aloque nova-tabela com t[T']/2 posicoes

Insira itens da tabela|T| na nova-tabela
tlnova-tabela] « t|T]/2
n|nova-tabela| «— n|T|
libere tabela|T]
tabela|T] < nova-tabela

=

OCONOOIOTPA~,WN

Custo = numero de remocoes e insercoes elementares
(inhas 1 e 5)

|
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Seqguéncia dex operacoes
f 12 op 22 op m? op —‘

To — Ty — Ty — - — Ty,

T, = estado de 7" depois da i* operacao
Custo real da * operacao se for TABLE-INSERT:

1  se haespaco
C; — .
n; Se tabela cheia

onde n; = valorde n|T| depois da * operagao
Custo de uma operagao = O(m)

o |
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Seqgliéncia den operacoes
|7 12 0p 22 0p

m? op
Ty — 17 — 19 — -+

T, = estado de 7" depois da i* operacao

Custo real da * operacao se for TABLE-DELETE:

1 senj_1>ti_1/4
C; =
! 14+n; Sen;,_1= ti_1/4
onde n; = valorde n|T| depois da * operagao
et; =

valor de t|7'| depois da * operagao
Custo de uma operacgao = O(m)

LCusto das m operagdes = O(m?) Exagero!

|
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Metodo de analise potencial
f 12 0p 22 0p m? op —‘

Tog — Ty — Ty — - — Tp,

T, = estado de 7" depois da i* operacao
Energia potencial de T';:

(I)(T')— 2n; —t;, Se n¢2t@-/2
v ti/2—n7;, Seni<ti/2

Note que 0 < (7)) < t[T]

n;, ti, ®; = nlT;|,t|T;], ®(T;) depois da :* operacao

o |
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Custo amortizado TasLe- I nserT (1)

¢ = custo real da i* operag&o. o
Custo amortizado da * operacao:

C; = ¢ + (I)(SZ') — (I)(Si_l)

Se i® operacéo € TABLE-INSERT, n;—1 > t;_1/2 € nao
houve expansao, entao

A

¢ = G+ P —Pi

= 1+ (2712' — ti) — (2774'_1 — tz’—l)
= 1+ (2727; — ti) — (Q(nz — 1) — ti)
= 3

n;,t;, ®; = valores depois da i* operacao

o |
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Custo amortizado TasLe- | nserT (2)

o N

Se i* operacao € TABLE-INSERT, n;_1 > t;_1/2 e houve
expansao, entao

A

¢i = ¢+ P —Pi

= n; +(2n; —t;) — 2nj—1 — tj—1)

= n; + (2n; — 2n;-1) — (2nj—1 — n;—1)
= n; +2n; —3n;_1

= n; +2n; —3(n; — 1)

= 3

ni,t;, ®; = valores depois da i* operacao

o |
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Custo amortizado TasLe- | nserT (3)

o N

Se i® operacao € TABLE-INSERT, n;,_1 < t;_1/2en; <t;/2,
entao nao houve expansao e

A

G = ¢ +P;,— D

= 1+ (ti/Q — nz) — (ti_1/2 — ni_l)
= 1—1—(152-/2—757;/2)—(ni—(ni—l))
= 0.

ni, t;, ®; = valores depois da i* operacao

o |
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Custo amortizado Taste-Insert (4)

o N

Se i* operacao € TABLE-INSERT e n;,_; <t;_1/2 e
n; > t;/2, entdo nao houve expansao e

A

¢i = G+ —Pi
= 1+ 2n;—t;) — (t;-1/2 —n;_1)
1+ (2ni—1+1)—ti—1) — (ti—1/2 —n;—1))
3ni1 — 3 (ti1/2) + 3
< 3nj—1—3nji—1+3
3.

n;,t;, ®; = valores depois da * operacao

o |
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Custo amortizado TasLe-Decete (1)

o N

¢; = custo real da * operacao.
Custo amortizado da i* operacao:

C; = ¢ + (I)(SZ') — (I)(Si_l)

Se i* operacdo € TABLE-DELETE e n;_1 < t;—1/2 € nao
houve contracao, entao

A

&)

c; + P, — P4

= 1—|—(t2~/2—ni)—(ti_1/2—ni_1)
= 1+ (/2 —4/2) — ((ns — 1) — ny))
= 2.

ni,t;, ®; = valores depois da i* operacao
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Custo amortizado TasLe-DeLete (2)
- -

Se i* operacao € TABLE-DELETE e n;_; < t;—1/2 e houve
contracao, entao

A

G = ¢ +P;— P4

= 1+n;+ (t:/2 —ni) — (tim1/2 — ni-1)

= 1+n;+((n;+1)—mn) —(2n; +2) — (n; + 1))
= 1.

ni, t;, ®; = valores depois da i* operacao

Quando n;_1 > t;_1/2, 0 custo amortizado da operacéo é
TABLE-DELETE também & uma constante [CLRS 17.4-2].

o |
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Conclusoes

O custo de uma sequéncia de m execucoes do
algoritmos TABLE-INSERT e TABLE-DELETE
é O(m).

O custo amortizado dos algoritmos TABLE-INSERT
e TABLE-DELETE é O(1).

|
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Class ArrayList

O Paulo (peas) me mostrou o trecho que foi copiado de |

http://java. sun.conlj2se/1.5. 0/ docs/api/java/util/ArrayList. htmn

“... Each ArrayList instance has a capacity. The capacity is
the size of the array used to store the elements in the list. It is
always at least as large as the list size. As elements are
added to an ArrayList, its capacity grows automatically. The
details of the growth policy are not specified beyond the fact
that adding an element has constant amortized time cost.

O Paulo também disse que na documentacédo do STL do C++
Ltem algo semelhante. J
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Exerciclos

fExercicio 23.A [CLR 18.1-318.2-2 18.3-2, CLRS 17.1-3 17.2-2 17.3-2] Uma sequéncia de —‘
n operacdes € executada sobre uma certa estrutura de dados. Suponha que a i-a operacao
custa
i  se i é uma poténcia de 2,
1 em caso contrario.

Mostre que o custo amortizado de cada operacédo € O(1). Use o método da “analise
agregada”; depois, repita tudo usando o método da funcéo potencial.

Exercicio 23.B [Importante]

Mostre que a funcéo ®(7") = t[T] — n[T] ndo é uma boa fungéo potencial para a analise da
tabela dinamica 7" sob a operacdo | ABLE-INSERT. Mostre que & (T) = t[T] também néo
€ um bom potencial para a analise da tabela dinamica.

Exercicio 23.C [CLR 18.3-3, CLRS 17.3-3]

Considere a estrutura de dados min-heap munida das operacdes INSERT e EXTRACT-MIN.
Cada operacao consome tempo O(Ilgn), onde n € o nimero de elementos na estrutura. Dé
uma fungéo potencial ® tal que o custo amortizado de INSERT seja O(lgn) e o custo
amortizado de EXTRACT-MIN seja O(1). Prove que sua fungéo potencial de fato tem essas

propriedades.
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Outro exerciclo

Exercicio 23.D [CLR 18-2, CLRS 17-2, Busca binaria dinamica] —‘
Busca binaria em um vetor ordenado consome tempo logaritmico, mas o tempo necessario

para inserir um novo elemento € linear no tamanho do vetor. Isso pode ser melhorado se
mantivermos diversos vetores ordenados (em lugar de um sé). Suponha que queremos
implementar as operacées BUSCA e INSERCAO em um conjunto de n elementos. Seja
(nk_1,nk_o2,...,np) arepresentacdo binaria de n, onde k = [Ig(n + 1)]. Temos vetores
crescentes Ag, A1,...,A,_1, sendo que o comprimento de A; é 2°. Um vetor tipico A; é
relevante se n; = 1 e irrelevante se n; = 0. O numero total de elementos nos k vetores €,
portanto,

Zfz_ol U2 2! =n.

Cada vetor é crescente, mas nao ha qualquer relagao entre os valores dos elementos em
dois vetores diferentes.

a. D& um algoritmo para a operacdo BUSCA. Dé uma delimitacdo superior para o
consumo de tempo do algoritmo.

b. Dé um algoritmo para a opera¢do INSERCAO. Dé uma delimitac&o superior para o
consumo de tempo do algoritmo. Calcule o consumo de tempo amortizado.

c. Discuta uma implementacdo da operacdo REMOCAOQ.

|
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Mais um exercicio

Exercicio 23.E

Descreva um algoritmo que receba um inteiro positivo n e calcule n™ fazendo ndao mais que
2 1g n multiplicacGes de niumeros inteiros.

o |
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