AULA 19
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Knuth-Morris-Pratt

CLRS 32.4

Algoritmos — p.881/920



KMP e algoritmo do automato

O algoritmo KMP-MATCHER pode ser visto como uma |
Implementacao do algoritmo

FINITE-AUTOMATON-MATCHER (P, m,T,n)
1 g0
para i — 1 até n faca
g < maior k tal que P[1..k] € sufixo de T'[1..1]
Seqg=1m
entao “P ocorre com deslocamento i — m

O &~ W N

As iteracoes do algoritmo KMP-MATCHER em que o valor
de 7 nao é incrementado estao determinando o

L “maior £ tal que PJ[1..%| é sufixode T'[1..1]" J
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KMP e algoritmo do automato

O algoritmo KMP-MATCHER pode ser visto como uma |
Implementacao do algoritmo

FINITE-AUTOMATON-MATCHER (P, m,T,n)
1 g0
para i — 1 até n faca
g < maior k tal que P[1..k] € sufixo de T'[1..1]
Seqg=1m
entao “P ocorre com deslocamento i — m

O &~ W N

O valor de i s é incrementado apds a determinacao desse
“maior k tal que P|1..k| é sufixo de T'[1..4]”
Para isto o algoritmo faz uso de uma certa funcao . J

.
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Funcao prefixo

fﬂ[q] := maior comprimento de um prefixo proprio
de P[1..q| que é sufixo de P[1..(¢]
= max{k:k <q e P[l..k] ésufixode P[l..q|}

g1 2 3 45 6 7 8 9 10 11
Pla b a b b ab ab b a
/!0 01 2 01 2 3 4 5 6

|
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Simulacao

(_P:ababbababba

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

-

16 17 18 19 20 21 22 23

abaabababbabababbababbarl
1l abab
4 ab
4 ababb
8 ababbababob
15 ababopb
15 ababbabahbba
1
1 3

L1113111211111

11111111
|

Algoritmos — p.884/920



lteracao

bababal T

m
blalbla|bla]|? P
b
]
RelacOes invariantes:
(I0) P[1..¢q] e sufixode T'[1..i—1]
(i1) P|1..%k] ndo e sufixode T[1..1], para k > q + 2.

o |
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KMP-Matcher

~ KMP-MATCHER (P, m,

1<—1 g0

“P ocor

senao se P
q<q-+
1 — 1+
senao se P
10 q— Tlq

©OooO~NOOITA~WNPEO

T,n) T

m «— COMPUTE-PREFIX-FUNCTION(P, m)

enguanto : <n + 1 faca
se ¢ = mentao > caso 1

re com deslocamento : — m

q « 7q]

[q+1] = Ti] entdo > caso 2

1

1

q+1] # T[i] e ¢ > 0 entdo > caso 3

11 senao se P
12 1 «— 1+

q+1] £ Ti] e ¢ = 0 entdo > caso 4
1

LSuponha Tn + 1] = “simbolo que n&o ocorre em P|[1..m]” J
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Correcao

~ Relagdo invariante: na linha 2 vale que o
(10) P|1..q| é sufixode T[1..i—1]

Na linha 2 vale ainda que
(i1) P|1..k] nao e sufixo de T'[1..4], para k > q + 2.

Invariante (i1) implicaque i —m,i—m+1,...,i —q¢— 1 nao
sao deslocamentos validos, ou seja

P[1..m] nédo é sufixode T[1..7+ 1]
P[1..m] nao é sufixo de T'[1..7 + 2]

L P[1..m]nao ésufixode T([1..i +m —q—1]. J
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Consumo de tempo

Exceto a linha 0, cada linha do algoritmo consome o
tempo O(1).

Caso 2 e caso 4 ocorrem n + 1 vezes (total).

Para cada valor de 7, numero de ocorréncias do caso 1
e caso 3 é < m.

Logo, o numero total de iteracbes das linhas 2—-12
é <n+l4+Mn+1)m=mn+1)(m+1).

Portanto, o consumo de tempo total das linhas 1-12
é O(nm).

|
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Consumo de tempo

Exceto a linha 0, cada linha do algoritmo consome o
tempo O(1).

Caso 2 e caso 4 ocorrem n + 1 vezes (total).

Para cada valor de 7, numero de ocorréncias do caso 1
e caso 3 é < m.

Logo, o numero total de iteracbes das linhas 2—-12
é <n+l4+Mn+1)m=mn+1)(m+1).

Portanto, o consumo de tempo total das linhas 1-12
é O(nm).

EXAGEROQO!
o |
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Consumo de tempo

~ Exceto alinha 0, cada linha do algoritmo consome o
tempo O(1).

Caso 2 e caso 4 ocorrem n + 1 vezes (total).

O numero de ocorréncias do caso 1 e caso 3 é < numero
de ocorréncias do caso 2, pois

#® ¢ nunca € negativo;
® ¢ é incrementado no caso 2;
® ¢ e decrementado no caso 1 e no caso 3.

Logo, o numero total de iteracbes e <n+1+n+1=2n+2,

LPortanto, 0 consumo de tempo das linhas 1-12 & O(n). J
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-

KMP-MATCHER (P, m, T, n)

©Ooo~NOOUI~WDNPEFO

KMP-Matcher

m «— COMPUTE-PREFIX-FUNCTION(P, m)
1<—1 q<—0
enguanto : < n faca

enquanto ¢ > 0 e Plq+1] # T|:] faca

q < 7g]
se Plq+1] = T|i] entao
q—q+1

se ¢ = m entao
“P ocorre com deslocamento : — m
q « 7q]

|
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Compute-Prefix-Function (grosseiro)

~ COMPUTE-PREFIX-FUNCTION (P, m) o

0 x[1]«0
1 g2
2 enguanto ¢ < m faca
3 k«—qg—1
4 repita
) L — k
6 J<q
7 enquanto : > 0 e P[] = P[y] faca
38 1«—1—1 gJ+—7—1
9 se i >0

10 entao kL «— k—1

11 atée que i =0

12 mlq| — k

devolva J
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Consumo de tempo

linha consumo de todas as execucoes da linha
0-1 ©1)

2 O(m)

3 O(m — 1)

4-6  O(m?)

7-8  O(m?)

9-11 O(m?)

12 ©(m —1)

13 O(m)

total ©(3m — 1) + O(m? + 2m? + m)

= O(m*)

-
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Funcao prefixo e algoritmo do automato

O algoritmo COMPUTE-PREFIX-FUNCTION pode ser o
semelhante ao algoritmo

COMPUTE-PREFIX-FUNCTION (P, m)

1 para q < 1 até m faca

2 m|q] < malor k tal que PJ[1.. %] é sufixo proprio
2 de P[1..¢]

O valor de ¢ sO € incrementado apos a determinacao desse
“maior k tal que P|1..k] é sufixo proprio de P[1..14]"

o |
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lteracao

_ ; n
bababal P

Plbla|b|a bla|? coo
¢ k
k]

Para determinar o
“maior £ tal que P[1..%| é sufixo proprio de Pl[1..1]"
podemos utilizar os valores de 7 ja calculados.

o |

Algoritmos — p.894/920



Subestrutura 6tima

~ Suponha que P[1.. % + 1] € o maior prefixo préprio de o

P[1..q] que e sufixo de P[1..q| (w|q] =k + 1).
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Subestrutura otima
Suponha que P[1..k + 1] € o maior prefixo proprio de
P[1..q] que e sufixo de P[1..q| (w|q] =k + 1).
Portanto,
® Plk+1]=Plq| e
® P[1..k] e prefixo proprio e sufixo de P[1..q — 1].
Logo, P|1..k| é prefixo e sufixo de P[1..x[q — 1]].

|
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Subestrutura otima

~ Suponha que P[1.. % + 1] € o maior prefixo préprio de o
P[1..q] que e sufixo de P[1..q| (w|q] =k + 1).

Portanto,

® Plk+1]=Plq| e

® P[1..k] e prefixo proprio e sufixo de P[1..q — 1].

Logo, P|1..k| é prefixo e sufixo de P[1..x[q — 1]].

Se k # w|qg — 1], entao

|
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Subestrutura otima
~ Suponha que P[1.. % + 1] € o maior prefixo préprio de o
P[1..q] que e sufixo de P[1..q| (w|q] =k + 1).
Portanto,
® Plk+1]=Plq| e
® P[1..k] e prefixo proprio e sufixo de P[1..q — 1].
Logo, P|1..k| é prefixo e sufixo de P[1..x[q — 1]].
Se k # w|q — 1], entao
P[1..k] é prefixo proprio e sufixo de P[1..x[q — 1]].
Logo, P|1..k| é prefixo e sufixo de

Pl..7[rlg—1]]] = P[1..7%[q — 1]].

|
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Subestrutura otima (cont.)
fSek;& g — 1], entéao T
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Subestrutura otima (cont.)
fSek# g — 1], entéao T

P[1..k] é prefixo préprio e sufixo de P[1..7%[q — 1]].
Logo, P|1..k| é sufixo de

Pl..w[r[rlg—1]]]] = P[1..7°[q — 1]].

Algoritmos — p.896/920



Subestrutura otima (cont.)
fSek# g — 1], entéao T

P[1..k] é prefixo préprio e sufixo de P[1..7%[q — 1]].
Logo, P|1..k| é sufixo de
P[1..xlxlxlg — 1)) = P[1..73]q — 1]].
Se k # m[q — 1], entao

P[1..k — 1] e prefixo proprio e sufixo
de P[1..73%[q — 1]].
Logo, P[1..k] é prefixo e sufixo de P[1..7%[q — 1]].
Se k # nt[g — 1], entdo . ..

.
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Recorréncila

fﬂ[q] := maior comprimento de um prefixo proprio T
de P[1..q| que é sufixo de P[1..(¢]
:=max{k:k<q e P[l..k] ésufixode P[1..q|}

g 0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11
Pl a b a b b ab ab b a
1-1 0 01 2 0 1 2 3 4 5 6
0] = —1
m|1l] =0

lg] = max {r/[q — 1] +1: P[x/[q¢ — 1] 4+ 1] = P[q]}

LSuponha P|0] = “coringa”. J
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Compute-Prefix-Function (grosseiro)

~ COMPUTE-PREFIX-FUNCTION (P, m) o

0 x[1]«0
1 g2
2 enguanto ¢ < m faca
3 k«—qg—1
4 repita
) L — k
6 J<q
7 enquanto : > 0 e P[] = P[y] faca
38 1«—1—1 gJ+—7—1
9 se i >0

10 entao kL «— k—1

11 atée que i =0

12 mlq| — k

devolva J
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Compute-Prefix-Function (melhorado)

~ COMPUTE-PREFIX-FUNCTION (P, m) o

0 x[1]«0
1 g2
2 enguanto ¢ < m faca
3 k«— mlqg — 1]
4 repita
5 1 +— k+1
6 J<q
7 enquanto ¢ > 0e P[i+ 1] = P|j] faca
8 1«—1—1 jJ+—7—1
9 se >0

10 entdo & «— 7[k]

11 atée que i =0

mlq] — k+1

devolva = J
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Compute-Prefix-Function (melhor ainda)

o N

COMPUTE-PREFIX-FUNCTION (P, m)

0 x[1]«0

1 g2

2 enguanto ¢ < m faca

3 k«— mlqg — 1]

4 repita

5 1 — k+1

6 J<q

7 se Pli| = P[j]

8 entao i « 0
10 senao k « k|
11 até que i =0
12 mlq] — k+1

ng devolva = J
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Compute-Prefix-Function (limpo)

o N

COMPUTE-PREFIX-FUNCTION (P, m)

m|1l] <0
qg—2 k<20
enguanto ¢ < m faca
enquanto k. > 0e Plk+ 1| # P|q] faca
k «— m|k]
se P|k+ 1] = P|q]
entao k «— k+1
lq] — k
devolva =

ooONO O hWNPEFO
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Compute-Prefix-Function (limpo)

~ COMPUTE-PREFIX-FUNCTION (P, m) o

OO NOOIT P~ WNEFO

m|1l] <0
qg—2 k<0
enguanto ¢ < m faca
se P|k+1| = Plq] entao > caso 1
mlg] —k+1
q—q+1
k—Fk+4+1
sendo se Plk+1]| # Plq]l e k > 0 entdo > caso 2
k «— m|k]
sendo se Plk+1] # Plgl e k=0 entao > caso 3
mlg] <0
q—q+1
devolva =

|
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Correcao

- ; n
bababal P

atd
RelacOes invariantes: na linha 2 vale que

(10) P[1..k] é sufixo de P[1..q—1]
(i1) P[1..7] nao é sufixo de P[1..¢|, para j > k + 1.

o |
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Consumo de tempo

~ Cada linha do algoritmo consome tempo ©(1), excetoa |
linha 12 que pode consumir tempo O(m).

Caso 1 e caso 3 ocorrem m vezes (total).

O numero de ocorréncias do caso 2 & < numero de
ocorréncias do caso 1, pois

# [ nunca é negativo;
® L éincrementadonocasol: e
® [ é decrementado no caso 2.

Logo, o numero total de iteracoes € < m + m = 2m.

LO consumo de tempo do algoritmo é ©(m). J
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Conclusoes

O consumo de tempo do algoritmo
COMPUTE-PREFIX-FUNCTION é ©(m).

O consumo de tempo do algoritmo KMP-MATCHER
é O(n+m).

|
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Conjuntos disjuntos dinamicos

o N

CLR 22 CLRS?21
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Conjuntos disjuntos

 Seja S ={51,5,,...,5,} uma cole¢do de conjuntos o
disjuntos, ou seja,
S, N Sj = ()

para todo ¢ # j.

o |
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Conjuntos disjuntos

 Seja S ={51,5,,...,5,} uma cole¢do de conjuntos o
disjuntos, ou seja,

S, N Sj = ()
para todo ¢ # j.

Exemplo de colecao disjunta de conjuntos: componentes
conexos de um grafo

a b € f h J
O O O O @
G
O O O
C d g 7

componentes = conjuntos disjuntos de vertices

{a.be.dy {e.f.g} {hi} 1) N
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g 1

aresta componentes

B tay {by {c} {d} tey {f} t9r {h} Ui} U3 J

oooooooooooooooooo




Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g 1

aresta componentes

B (b, d) tay {b,dy {cy {e} {f} 19} 10} iy U/} o
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g 1

aresta componentes

B (e,9) {ay {b.d} {c} {e,9} 1fr {h} {1} {/} o
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O
C d g 1

aresta componentes

(@.c)  {ach {b.d} {e.gh (£} {0} 1} )
. |
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h g
O O O O
G
O O O
C d g 2

aresta componentes

(hi)  A{ach {bd} {e.g} {F} (R} )
. |
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h g
O O O O O
G
O O O O
C d g 2

aresta componentes

(@b)  {abed) {e.g) {f} {hi} ()
. |
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h g
O O O O O O
G
O O O O
C d g 1

aresta componentes

(e, f) {a,b.c,dy {e. [.gr {h.i} {J}

o |
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h g
O O O O O
G
O O O
C d g 2

aresta componentes

(b)) A{abed {efg} {hi} {5}
. |
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Operacoes basicas

-

S colecao de conjuntos disjuntos.
Cada conjunto tem um representante.

MAKESET (x): r € elemento novo
S — SuU{x}
UNION (z, y): r € y em conjuntos diferentes

S—S&—{59,,5,}U{S,US,}
restaem S, eyestaem Sy

FINDSET (z): devolve representante do conjunto
gue contém

o |
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Connected-Componets

o N

Recebe um grafo GG e contréi uma representacéo dos
componentes conexos.

CONNECTED-COMPONENTS (G)
1 paracada vertice v de G faca

2 MAKESET (v)

3 paracada aresta (u,v) de G faca

4 se FINDSET (u) # FINDSET (v)
5 entao UNION (u, v)

o |
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Consumo de tempo

~ n:=nlmero de vértices do grafo o
m := numero de arestas do grafo

linha consumo de todas as execucoes da linha

= O(n)

— n x consumo de tempo MAKESET
= O(m)

= 2m x consumo de tempo FINDSET
< n x consumo de tempo UNION

o~ W NP

total < O(n+m)+n x consumo de tempo MAKESET
+2m x consumo de tempo FINDSET
+n x consumo de tempo UNION

o |
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Same-Component

o | N

Decide se u e v estao no mesmo componente:

SAME-COMPONENT (u, v)

1 se FINDSET (u) = FINDSET (v)
2 entao devolva SIM
3 sendo devolva NAO

o |
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Algoritmo de Kruskal

~ Encontra uma arvore geradora minima (CLRS 23). o

MST-KRUSKAL (G,w) ©> G conexo

1 A«

2 paracada vertice v faca

3 MAKESET (v)

4 coloque arestas em ordem crescente de w

5 para cada aresta uv em ordem crescente de w faca
6 se FINDSET (u) # FINDSET (v)

7 entdo A — AU {uv}

8 UNION (u, v)

9 devolva A

L“Avﬁ” de todos os algoritmos gulosos. J
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Conjuntos disjuntos dinamicos

o N

Seqguéncia de operacoes MAKESET, UNION, FINDSET

M M M UF UWUF UUFF F U F

| —
n

\ . 4

Que estrutura de dados usar?
Compromissos (trade-off s)

o |
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Estrutura de listas ligadas

-

b — —= q —
s
e =1 g =1 J

# cada conjunto tem um representante (inicio da lista)
# cada no x tem um campo repr
L ® repr|z| é 0 representante do conjunto que contém J
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Estrutura de listas ligadas

o N

o |
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Consumo de tempo

Operacao numero de objetos atualizados T

MAKESET (z1)
MAKESET (25)

UN|ON(ZE1, :CQ)

1
1
; 1
MAKESET (z,) 1
1
UNION(z2, x3) 2

UNION(zy—1,2,) n—1

total = 0O(n?) = (m?)
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Consumo de tempo

MAKESET  ©(1)
UNION O(n)
FINDSET o(1)

Uma seqliéncia de m operacdes pode consumir tempo
©(m?) no pior caso.

Consumo de tempo amortizado de cada operacéo é O(m).

|
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Melhoramento: weighted-union

s
b d a c e qg f

-

#® cada representante armazena o comprimento da lista

® a lista menor é concatenada com a maior

Cada objeto = é atualizado < Ig n:

cada vez que z e atualizado o tamanho da lista
dobra.

o |

Algoritmos — p.919/920



Conclusao

Se conjuntos disjuntos sao representados atraves
de listas ligadas e weighted-union € utilizada, entéao
uma sequéncia de m operacoes MAKESET, UNION
e FINDSET, sendo que n sao MAKESET, consome

tempo O(m + nlgn).

|

Algoritmos — p.920/920



	
	{
ed Knuth-Morris-Pratt}
	KMP e algoritmo do autômato
	Função pref{i}xo
	Simulação
	Iteração
	KMP-Matcher
	Correção
	Consumo de tempo
	Consumo de tempo
	KMP-Matcher
	Compute-Pref{i}x-Function (grosseiro)
	Consumo de tempo
	Função prefixo e algoritmo do autômato
	Iteração
	Subestrutura ótima
	Subestrutura ótima (cont.)
	Recorrência
	Compute-Pref{i}x-Function (grosseiro)
	Compute-Prefix-Function (melhorado)
	Compute-Pref{i}x-Function (melhor ainda)
	Compute-Prefix-Function (limpo)
	Compute-Pref{i}x-Function (limpo)
	Correção
	Consumo de tempo
	Conclusões
	{
ed Conjuntos disjuntos dinâmicos}
	Conjuntos disjuntos
	Coleção disjunta dinâmica
	Operações básicas
	Connected-Componets
	Consumo de tempo
	Same-Component
	Algoritmo de Kruskal
	Conjuntos disjuntos dinâmicos
	Estrutura de listas ligadas
	Estrutura de listas ligadas
	Consumo de tempo
	Consumo de tempo
	Melhoramento: 	extit {weighted-union}
	Conclusão

