Melhores momentos

AULA PASSADA
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Conjuntos disjuntos dinamicos

o N

CLR 22 CLRS?21
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Conjuntos disjuntos

 Seja S ={51,5,,...,5,} uma cole¢do de conjuntos o
disjuntos, ou seja,
S, N Sj = ()

para todo ¢ # j.

o |
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Conjuntos disjuntos

 Seja S ={51,5,,...,5,} uma cole¢do de conjuntos o
disjuntos, ou seja,

S, N Sj = ()
para todo ¢ # j.

Exemplo de colecao disjunta de conjuntos: componentes
conexos de um grafo

a b € f h J
O O O O @
G
O O O
C d g 7

componentes = conjuntos disjuntos de vertices

{a.be.dy {e.f.g} {hi} 1) N
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g 1

aresta componentes

B tay {by {c} {d} tey {f} t9r {h} Ui} U3 J

oooooooooooooooooo




Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g 1

aresta componentes

B (b, d) tay {b,dy {cy {e} {f} 19} 10} iy U/} o
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O O
C d g 1

aresta componentes

B (e,9) {ay {b.d} {c} {e,9} 1fr {h} {1} {/} o
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h J
O O O O
G
O O
C d g 1

aresta componentes

(@.c)  {ach {b.d} {e.gh (£} {0} 1} )
. |

Algoritmos — p.924/956




Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h g
O O O O
G
O O O
C d g 2

aresta componentes

(hi)  A{ach {bd} {e.g} {F} (R} )
. |
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h g
O O O O O
G
O O O O
C d g 2

aresta componentes

(@b)  {abed) {e.g) {f} {hi} ()
. |
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h g
O O O O O O
G
O O O O
C d g 1

aresta componentes

(e, f) {a,b.c,dy {e. [.gr {h.i} {J}

o |
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Colecao disjunta dinamica

~ Conjuntos s&o modificados ao longo do tempo o
Exemplo: grafo dinamico
a b € f h g
O O O O O
G
O O O
C d g 2

aresta componentes

(o) {abed) {e.g) {f} {hi} ()
. |
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Operacoes basicas
-

S colecao de conjuntos disjuntos.
Cada conjunto tem um representante.

MAKESET (x): v € elemento novo
S—SU{{r}}
UNION (z, y): r € y em conjuntos diferentes

S—S8—{9,,5,U{S,US,}
restaem S, ey estaem Sy

FINDSET (z): devolve o representante do conjunto
gue contém x

o |
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Connected-Componets

o N

Recebe um grafo GG e contréi uma representacéo dos
componentes conexos.

CONNECTED-COMPONENTS (G)
1 paracada vertice v de G faca

2 MAKESET (v)

3 paracada aresta (u,v) de G faca

4 se FINDSET (u) # FINDSET (v)
5 entao UNION (u, v)

o |
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Consumo de tempo

~ n:=nlmero de vértices do grafo o
m := numero de arestas do grafo

linha consumo de todas as execucoes da linha

= O(n)

— n x consumo de tempo MAKESET
= O(m)

= 2m x consumo de tempo FINDSET
< n x consumo de tempo UNION

o~ W NP

total < O(n+m)+n x consumo de tempo MAKESET
+2m x consumo de tempo FINDSET
+n x consumo de tempo UNION

o |
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Conjuntos disjuntos dinamicos

o N

Seqguéncia de operacoes MAKESET, UNION, FINDSET

M MM UJFUUF UUF F F U F

| S —
n

\ . J/

Que estrutura de dados usar?
Compromissos (trade-off s)

o |
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Conclusoes

Se conjuntos disjuntos sao representados atraves
de listas ligadas e weighted-union € utilizada, entéao
uma sequéncia de m operacoes MAKESET, UNION
e FINDSET, sendo que n sao MAKESET, consome

tempo O(m + nlgn).

Se conjuntos disjuntos séo representados atraves
de listas ligadas e weighted-union é utilizada, entao
0 algoritmo CONNECTED-COMPONENTS
consome tempo O(m + nlgn).

|
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AULA 20
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Estrutura disjoint-set forest

|

a b € f J
O O O O O
O O O

C d g 1

# cada conjunto tem uma raiz, que € 0 Seu representate
# cada no x tem um pas
® pailr] = x Se e sOsereéumaraiz

|
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Estrutura disjoint-set forest

Q @

aI AWAYS

# cada conjunto tem uma raiz
#® cadanod z tem um pas
® paifr] =2 Se e sOse e umaraiz

o |
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I\/IakeSef@ e FIndSet

Q Q

aI AWAYS

MAKESET, (z) FINDSET, (z)
1 pailz] «— x 1 enquanto pailr] # 2 faca
2 T < pai|x]

3 devolva =z J
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FindSe’q

N Qo L

aI AWAYS

FINDSET; ()

1 se pailx]| ==
2 entao devolva =«
L 3 senao devolva FINDSET; (pai[x]) J
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Uniono

N Qo L

aI AWAYS

UN|ON() (l‘, y)

1 2+ FINDSET ()
2 1y «— FINDSET) (v)

L 3  paily] — 2 J
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Union

- b@ , UNIONy (a, f) ) jQ -

VAV~
VAN

UNIONg (z, )

1 2/« FINDSET ()
2 1y «— FINDSET) (v)

3 paify] o |
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-

.

Union

(L), UNIONy (a, /)
b X

AR
INVAN

UNIONg (,y)

1 2/« FINDSET ()
2 1y «— FINDSET) (v)
3  paily] « 2
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MakeSet, Uniony e FindSef

MAKESET, (z)

1 pailr] — x

UNIONg (z, )

1 2+ FINDSET ()
2 1y «— FINDSET) (v)
3  paily'] — o

FINDSET; (z)

1 se pailx]| ==

2 entdo devolva =

3 senao devolva FINDSET; (pai|z])

-



Consumo de tempo

MAKESET, O(1)
UN|ON() O(?’L)
FINDSET, O(n)

M MM UFUUFUFF F U F

A\ 4
-~

n

9

3

Custo total da sequéncia:

nO(l)+n0On)+mO(n)=0(mn
B (1) (n) (n) = O(mn) B
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Melhoramento 1: union by rank

: Q. QL

Lo). |
{ NN

rank|x] = posto do nd x MAKESET (z)
1 pailx] — 2
2  rank|r] <0

o |
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Melhoramento 1: union by rank

2@ ~ UNION (z,) 1 OQ .

rank|r] = posto do no x MAKESET (z)
1 pailx] —
2 rank|z] «— 0

.
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Melhoramento 1: union by rank

. 2@33 UNION (z, y) Q

rank|r] = posto do no x MAKESET (z)
1 pailx] —
2 rank|z] «— 0

o |
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I\/Ielhoramento 1: union by rank
rank|x rank|y rank|x __W

AA /\\/(

rank Tank Tank

/\ A-A3
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Melhoramento 1: union by rank

o N

UNION (z,y) > com “union by rank”

v« FINDSET (z)
y' < FINDSET (y) > sup0Oe que 2’ # 3/
se rank[x'] > rank[y]
entdo paily'] « 2
senao pailzr'] « 1
se rank[x'] = rank|[y]
entdo rankly'] < rankly’] + 1

~N O Ol b W DN P

o |
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Melhoramento 1: invariantes

-

rank|r] < rank[pai|r]] para cada no x
rank|r] = rank|pailr]] Se e SO se = é raiz

rank|pailz]] € uma funcao nado-descrente do tempo

nimero de nds de uma arvore de raiz » é > 2ranklz],
ndmero de noés de posto £ é < n/2",

© o o o o ©

altura(r) = rank|x] < lgn para cada no x

altura(xz) :== comprimento do mais longo caminho
gue vai de = até uma folha

o |
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Melhoramento 1: custo
fSeqUéncia de operacoes MAKESET, UNION, FINDSET T

M MM UWFUUFUUFFF U F

\ . 4
-~

n

N

m
altura(x) < lgn para cada no x

Consumos de tempo:  MAKESET O(1)
UNION O(lgn)
FINDSET O(lgn)

LConsumo de tempo total da sequéncia: O(mlgn) J
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Melhoramento 2: path Compron
f /\
/ % FINDSET (z




I\/Ielhoramento 2. path Compron

W/\

FINDSET (z




-

Melhoramento 2: path compression

© o o o o @

FINDSET (x) > com “path compression”
1 se x # pailr]

2 entao pai|r| «— FINDSET (pai|z])
3 devolva pai|z]

rank|r] < rank|[paiz]] para cada no x
rank|x] = rank|pai|r]] Se e SO se x é raiz

rank|pai|x]] € uma fungao nado-descrente do tempo

ndmero de nos de uma arvore de raiz = é > 274l7]
ndmero de nos de posto £ é < n /2"
altura(x) < rank|x] < lgn para cada no x

-

|
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Funcao log-estrela

n lg*n
~ lg*n é o menor k tal que R o

lglg ... lgn <1 2 1
— 3 2
k 4 2
5 3
15 3
16 3
05535 4

65536

TN

100000000000000000 - - - 000000000000 5

. % - |
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Funcao ‘torre’
{i) = { 6D a1 -

sei=123,...
i | t(2)
01
112t =2
21922 =4
3192 = 16
2
492" =916 — 65536
222
5122 > 100000000000000000 - - - 000000000000
&80

|
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bloco|0
bloco|1]
bloco|2]

bloco|3

bloco

0] = [0
1] =[2
2] = [3
3] =[5
i] = [t

Blocos

.. 16]
i —1)+1.. ()]

|
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Contabilidade

- Custo de cada operag&o FINDSET(y) sera contabilizado da |
seguinte maneira.

Para cada no0 = no caminho de y até raiz:

® se r éaraiz ou rank|xr| e rank|pai|x]| estao em blocos
diferentes cobre $1 da operacéo FINDSET

® se rank|x] € rank|pai|x]] estdo no mesmo bloco cobre $1

de z.
az@ FINDSET 3 5332 3 0332
: paga $1 l paga $1
re@ 12

.
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Pagamento de cada FindSet

52
22

Cada operacao FINDSET paga O(lg" n):

® rank[x] <lgn para cada no x
® hands em < lg*n blocos:

ti—1) < lgn
0 < lg'(lgn)

A IA
— =

=i <lg*lgn <lg*n
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Pagamento de cada vertice

~ Suponha que = ndo € raiz. o

Se rank|r] esta em blocoli], entao
rpaga < t(i) —t(z—1).

Seja N (i) o numero de nds em bloco|t], 1 > 0.

Temos que
N(Z) < 215(@'_1)4—1 - 2t(z’—1)+2 T 2?5(73)
n
< TGS (14+1/24+1/4+---)
B n
- ot(i—1)
n

B “i0 N
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Pagamento de todos 0s nos

o N

Para cada i o valor pago por n0s em bloco|i| € limitado por

S X () =i = 1) <n

Para cada = tem-se que rank|z] <lgn

= ha ndés em < lg™ n blocos

Portanto, os nds da disjoint-set forest pagam um total de
< nlg*n.

Custo total da sequiéncia O(mlg*n +nlg*n) = O(mlg" n)

o |
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Conclusoes

Se conjuntos disjuntos sao representados atraves
de disjoint-set forest com union by rank e path
compression, entdo uma sequéncia de m
operacoes MAKESET, UNION e FINDSET, sendo
que n sdo MAKESET, consome tempo O(mlg* n).

Se conjuntos disjuntos séo representados atraves
de disjoint-set forest com union by rank e path
compression, entao o algoritmo
CONNECTED-COMPONENTS consome tempo
O(n 4+ mlg™n).

|
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Exerciclos

Exercicio 24.A [CLRS 21.1-3]

Quando CONNECTED-COMPONENTS é aplicado a um grafo G = (V, E) com k

componentes, quantas vezes FINDSET é chamado? Quantas vezes UNION é chamado?
Dé respostas em termos de k, |V | e | E|.

Exercicio 24.B [CLRS 21.3-1]
Faca uma figura da floresta produzida pela seguinte seqtiéncia de operacdes:
01 para i < 1 até16

02 faca MAKESET (2,)

03 para i < 1 até15 em passos de 2
04 faca UNION (z;, z;41)

05 para i <— 1 até 13 em passos de 4
06 faca UNION (z;, 2:42)

07 UNION (21, z5)
08 UNION (211, 213)
09  UNION (21, z10)
10  FINDSET (22)

\— 11 FINDSET (z9) J
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Malis exerciclos

Exercicio 24.C [CLRS 21.3-2]

Escreva uma vers3o iterativa de FINDSET com “path compression”,

Exercicio 24.D [CLRS 21.3-3]
Dé uma sequéncia de m MAKESET, UNION e FINDSETO, n das quais sao
MAKESET, que consome Q(mlgn).

Exercicio 24.E

Digamos que h[z] é a altura do n6 = (= comprimento do mais longo caminho que vai de =
até uma folha) na estrutura disjoint-set forest. Mostre que rank[z] > h[x]. Mostre que
UNioN (z,y) nem sempre pendura a arvore mais baixa na mais alta.

Exercicio 24.F [CLRS 21.4-2]

Mostre que o posto de cada no6 na estrutura disjoint-set forest € no maximo |lgn| ou seja,
que rank[z] < lgn. (Sugestdo: Mostre inicialmente que para cada raiz = temos

granklz] < onde n, é o nimero de nds na arvore que contém z.)

o |
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Mais um exercicio

Exercicio 24.G [CLRS 21.4-4]

Considere uma versao simplificada da estrutura disjoint-set forest que usa a heuristica
“union by rank” mas ndo usa a heuristica “path compression”. (Em outras palavras, usa as
operacdes MakeSET, UNION e FINDSETO.) Mostre que essa simplificacdo consome
tempo

O(mlgn).

Como de habito, m € o nimero total de operacdes e n € o nimero de operacdes
MAKESET. (Sugestdo: Use o exercicio CLRS 21.4-2.)

o |
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