MAC5711 Analise de Algoritmos
DCC-IME-USP, 15 de setembro de 2006

Solucao de prova

Questao 1 [2 pontos]
Diga se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes e justifique sucintamente as suas respos-
tas. Sejam f e g funcoes dos niimeros inteiros nao-negativos nos niimeros inteiros nao-negativos.

a)

Se f(n) = O(n) e g(n) = O(f(n)), entao g(n) = O(n).

Solucgao: Verdadeira.
Sabemos que existem ndmeros reais positivos ¢y e ¢, e nimeros inteiros nao-negativos n¢
e ny tais que:

f(n) <c¢yn paratodo n > ny; e
g(n) < ¢y f(n) para todo n > ny.

Logo, para ¢ := cycy, ng := max{nys,ny} e todo n > ny vale que

g(n) < cq f(n)
< cgcpm

Se £(n) = Q(n) e g(n) = O(f(n)), entio g(n) = O(n).

Solucao: Falsa.
Para f(n) = 2" e g(n) = 2" tem-se que f(n) ¢ Q(n) e g(n) ¢ O(f(n)), entretanto g(n) = 2"
nao ¢ O(n).

Se £(n) = Q(n) e g(n) = O(f(n)), entao g(n) = An).

Solucao: Falsa.
Para f(n) = 2" e g(n) = 1 tem-se que f(n) é Q(n) e g(n) é O(f(n)), entretanto g(n) =1
nao é Q(n).

Se f(n) = O(g(n)), entdo 2/™ = O(29().

Solucao: Falsa.

Para f(n) = 2n e g(n) = n tem-se que f(n) é O(g(n)), entretanto 2/ = 22" = 4" njo
é O(2").

Ou ainda , para f(n) = lgn® e g(n) = lgn tem-se que f(n) = lgn? = 2lgn é O(g(n)) =
O(Ign), entretanto 2/ = 218"* — n2 nao é O(2'%") = O(n).



Questao 2 [2 pontos]
Considere o seguinte algoritmo, cujo argumento n é uma poténcia de 2. O algoritmo nao faz
nada de 1util.

ArLco(n)

1 sen =1 entao devolva 1

2 parai« 1 até 8 faga z — ALco(n/2)
3 parai« 1 atén?® faga z + 0

a) Seja T'(n) o numero de vezes que a atribuigdo “z <« 0”7 é executada. FEscreva uma re-
corréncia que defina T'(n).

Solucgao:
1) = 0
T(n) = 8T(n/2)+n paran=24,8,...

b) A que classe © pertence T'(n)? Justifique a sua resposta (sem usar o Master Theorem, seja
14 o que for isto).

Solugao: Eu acho que T'(n) = n’lgn paran = 1,2,4,8. ... Vou verificar isto por indugao.
Sen=1entao T'(n) =0=1%1g1 =n3lgn.
Seja n uma poténcia de 2, n > 2 e suponha que a férmula estd certa para n/2:

T(n) = 8T(n/2)+n®

hi (.3, »
= 8% 1gl 4 nd

= n3(lgn—1)+n*>=ndlgn.
Logo, T'(n) é ©(n31gn).

c¢) Troque “8” por “7” no algoritmo e seja S(n) o nimero de vezes que a atribuigdo “z < 0”
é executada neste novo algoritmo. A que classe O pertence S(n)? Procure dar a resposta
mais justa possivel e justifique-a (sem usar o Master Theorem).

Solucgao: Temos que

S(1) =0
S(n) = 78(n/2)+n3 paran=2438,...

Eu acho que S(n) < 8n3 paran = 1,2,4,8.... Vou verificar isto por inducao.
Sen=1entao S(n) =0<8=28-1%=8n
Seja m uma poténcia de 2, n > 2 e suponha que a desigualdade vale para n/2:

Sn) = 78(n/2)+n?

hi
< 7-8% +nd

= Tn®+n*=8n3.

Logo, S(n) é O(n3). (Nao ¢ dificil mostrar que S(n) é ©(n?).)



Questao 3 [2 pontos]

Um vetor A[l..n] de inteiros é dito semi-compacto se A[i+1]— Afi] <1parai=1,...,n—1
Escreva um algoritmo BUSCA(A, n, z) que, recebe um vetor semi-compacto A[l..n| e um inteiro
x tais que A[l] <z < A[n] e devolve um indice i em {1,...,n} tal que Afi] = z. Seu algoritmo

deve consumir tempo O(lgn). Explique sucintamente porque seu algoritmo esta correto e tem
o consumo de tempo pedido.

Solucgao: Eis uma versao iterativa de solugao.

Busca(A,n, z)
1 p—1 TN
2 enquanto Alp| < z e x < Alr] faga

3 g (p+7)/2]

4 se Alg] < x

5) entao p «— g+ 1

6 senao r « ¢

7 se Ap| ==

8 entao devolva p

9 senao devolva r
Correcao

Na linha 2 vale que:
(i0)1<p<r<n; e (i1) Al]p] <z < A[r].

Devido a estas relacoes invariantes e a condi¢ao do enquanto da linha 2, é evidente que se o
algoritmo péra entao ele devolve um indice i em {1,...,n} tal que A[i] = z.

Demonstracao de (i0). A invariante (i0) vale no inicio da primeira iteragdo. Considere o
inicio de uma iteragao em que A[p] < z < A[r]. Temos que o valor de ¢ calculado na linha 3
é tal que p < g < r. (Hmmm, alguém me explica esse “q < r”? Nao é possivel que tenhamos
g =r7). Logo, da maneira que p ou r é alterado pela linha 5 ou 6, vé-se que (i0) vale no inicio
da préxima iteracao.

Demonstracao de (il). A invariante (il) vale no inicio da primeira iteracdo. Considere o
inicio de uma iteragao em que Alp| < z < A[r]. Se a linha 5 é executada, entao tem-se que
Alg+1] < Ajgl+1<z—-1+1=uz, (1)

onde o primeiro ”<” vale pois A é semi-compacto (Ufa, tinha que usar isto em algum lugar!).
Se a linha 6 é executada, entao vale que

z < Algl. (2)

De (1) e (2) conclui-se que (il) vale no inicio da préxima iteracao.



Consumo de tempo

O consumo de tempo de cada iteracao das linhas 3-6 é O(1).

Logo, o consumo de tempo do

algoritmo é proporcional ao ntimero de execugoes da linha 2. Seja

((po,m0), (P1,71)5 - - -

(pk,m»

A seqiiéncia dos valores de p e ¢ no inicio de cada execugao da linha 2. Desta forma, por exemplo,
(po,7m0) = (1,n). Devido as linhas 4 e 5 temos que

N

ny
U

ns3

g

Como

=r0—po+1l=mn

N n
r—pr+1=< 5 5
K rn
=r-mr1< 3] =[5]
L Mo _'n
=r-p+1< | F] =[5
(M1 n
=ne-pet 1< 25 = [
Tk —pe T 1= 5 50
(3)
n n+1
1§”k—[2k1§ 2k

podemos concluir que o nimero de execugoes da linha 2 é nao superior a |[lg(n +1)| +1 e que
o consumo de tempo do algoritmo é O(Ign).



Questao 4 [2 pontos]
O algoritmo abaixo recebe um vetor de ntiimeros inteiros A[l..n] e rearranja os seus elementos.

B-H (A, n)
1 para m < 2 até n faga
2 1 m
enquanto i > 1 e A[|i/2]] < A[i] faca
All2/2]] < Ali]
i [i/2]
O algoritmo B-H faz o mesmo que o BUILD-HEAP. Enuncie uma relacao invariante que torne
esse fato evidente. Nao é necessario demonstrar que a relagao é de fato invariante.

Ot > W

Qual o consumo de tempo do algoritmo BUILD-HEAP? Nao é necessario demonstrar sua afirmacao.

Qual o consumo de tempo do algoritmo B-H? Use a notagao O, mas procure dar a resposta mais
justa possivel e justifique-a.

Solugao: O algoritmo B-H faz o mesmo servigo que o BUILD-HEAP. A relagao invariante que
vale na linha 1 é

A[l..m—1] é um max-heap.
Como na tltima vez que a linha 1 é executada temos que m = n+ 1, entao ao final do algoritmo
A[l..n] é uma max-heap.

O consumo de tempo do algoritmo no pior caso é proporcional a
S = [lg2] + [lg3] + -+ [lgn],

que é o numero de execugoes das linha 4 e 5 no pior caso. (O nimero de execugoes da linha 3 é
nao superior a S + n.) E facil mostra que S é O(nlgn). De fato,

S <[lgn] +[lgn] +---+ [lgn],
=(n—1)[lgn].
Portanto, o consumo de tempo do algoritmo é O(nlgn).

Bem, na realidade, o consumo de tempo no pior caso é O(nlgn), ja que

n n
I P 4
> 5lg3 (4)
= gn -2
g 8T
>Eln
> le

para n suficientemente grande.

Hmmm, um passarinho me contou que

n

> [lgk] =nflgn] — 2" + 1.

k=2

Alguém sabe demonstrar isto?



Questao 5 [2 pontos]
Considere a seguinte variante do algoritmo QUICKSORT, que recebe e ordena um vetor Afp..r].

QUICKSORT2 (A, p,r)
1 enquanto p < r faga

9 q < PARTICIONE (4, p,7)
3 QUICKSORT2 (A,p,q — 1)
4 p—q+1

Mostre que a pilha de recursao pode atingir altura Q(n), onde n := r — p + 1. Modifique o
algoritmo de modo que a pilha de recursao tenha altura O(Ign). Justifique a sua resposta.

Solugao: Se os elementos do vetor A[p..r| estdo em ordem crescente, entao a seqiiéncia de
chamadas recursivas feitas pelo algoritmo é

QUICKSORT2 (A, p, 1)
QUICKSORT2 (A, p,r — 1)
QUICKSORT2 (A, p,r — 2)
QUICKSORT2 (A, p,r — 3)

QUICKSORT?2 (4, p,p)

Assim, vemos que a altura da pilha de execucao chega a ser r —p+ 1 = n.

Considere a seguinte modificacao do QUICKSORT2.

QUICKSORT3 (A, p, )

1 enquanto p < r faga

2 q < PARTICIONE (A, p, )
3 seq—p<r—gq

4 entdao QUICKSORT3 (A, p,q— 1)
) p—qg+1

6 senao QUICKSORT3 (A,q + 1,7)
7 r—q—1

Considere agora uma seqiiéncia
QUICKSORT3 (A, p,r)
QUICKSORT3 (A, p1,71)

QUICKSORT3 (A, py, 72)
QUICKSORT3 (A, p3,73)

QUICKSORT3 (A, pg, k)



de chamadas recursivas do algoritmo. Nesta situacao a pilha de recursao tem altura k& + 1.
Devido a condicao da linha 3 tem-se que

De onde se conclui que k£ < [lgn] e a altura da pilha de recurs@o nunca ultrapassa |lgn| + 1

O(lgn).

No
n
no
ns

ng

p—r+1
pr—r+1
p2—12+1
p3—r3+1
pr— T+ 1
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