MAC5711 Analise de Algoritmos
DCC-IME-USP, 20 de outubro de 2006

Instrucgoes:
(i) Esta prova contém seis questoes sendo quatro de um ponto e meio e duas de dois pontos.
(i) Mencione os teoremas e propriedades usados para justificar suas afirmagoes.

(#ii) Vocé pode utilizar como subrotina qualquer algoritmo visto em sala de aula sem reescrevé-lo,
mesmo que o algoritmo necessite de alguma pequena alteracao. No entando, vocé deve descrever
clara e sucintamente o que o algoritmo recebe, devolve ou faz e o seu consumo de tempo e qual
¢ essa alteracao. Exemplo

“O algoritmo BLA-BLA-BLA usa como subrotina o algoritmo ORDENAGAO-LERDA (A, n)
que recebe e rearranja um vetor A[l..n] de modo que ele fique em ordem crescente.
O consumo de tempo do algoritmo ORDENAGAO-LERDA é O(n').”

(w) Nao é permitida a consulta a livros, anotagoes, colegas, calculadoras, Internet, computadores . ..

Duracao da prova: 2 horas e 30 minutos

Questao 1 [CLRS 8.3-4]

Descreva um algoritmo ORDENE (A, n) que recebe e ordena um vetor A[l..n] em que todos
os elementos pertencem a {0,1,...,n2 —1}. O consumo de tempo do algoritmo deve ser O(n),
onde n = p —r + 1. Justifique a sua resposta.

A existéncia desse algoritmo linear para ordenacao contraria em algo o limite inferior para o
consumo de tempo de algoritmos de ordenacao? Enuncie a assercao desse “limite inferior para
ordenacao” para justificar a sua resposta.

Solucao: Estamos habituados a representar niimeros naturais na base decimal que utiliza os
algarismos 0,1, ...,9. Na solugao consideraremos a representacao de cada elemento em A[l..n]
na base n, que utiliza os algarismos 0,1,...,n — 1. Desta forma, para j = 1,...,n, temos que

Alj] = a1 X n + ay,
onde ag e a; sdo algarismos em {0,1,...,n — 1}. Diremos que ag é o algarismo menos signifi-

cativo de A[j] e que a; é o algarismo mais significativo de A[j].

O algoritmo COUNTING-SORT recebe e ordena um vetor X[1..n] em que todos os elementos
estao em {0,1,...,k}, para um dado k. O consumo de tempo do algoritmo é ©(n + k). Em
particular, se k é ©(n), entdo o consumo de tempo do COUNTING-SORT é O(n).

O algoritmo ORDENE (A, n) é uma mera adaptacdo do RADIX-SORT.
ORDENE (A, n)

1 ordene A[l..n] usando como chaves seus algarismos menos significativos.
2 ordene A[l..n| usando como chaves seus algarismos mais significativos.



Utilizando uma adaptacao do COUNTING-SORT para k = n — 1 nas ordenagoes das linhas 1 e 2
obtemos um algoritmo de consumo de tempo O(n 4+ n) = O(n). A estabilidade do COUNTING-
SORT ¢é fundamental para a correcao do algoritmo ORDENE.

Sabe-se que todo algoritmo de ordenacao baseado em comparacoes faz
Q(nlgn)

comparacoes no pior caso. O limite inferior da ordenacgao, em termos da notagao-o, se traduz
em

Nao existe algoritmo de ordenacao baseado em comparagoes de consumo de
tempo o(nlgn).

A existéncia do algoritmo linear ORDENE(A,n) nao contraria em nada o limite inferior para
ordenacao ja que esse algoritmo nao é baseado em comparagoes, ou seja, para determinar a
ordem relativa entre os elemento do vetor A[l..n] o algoritmo nao utiliza apenas testes como

Ali] < A[j], Ali] < Aljl, Ali] = A[j], Ali] = A[j] e Ali] > A[j].

O algoritmo ORDENE examina o valor de cada elemento e também utiliza operacoes de “mas-
cara” para extrair um determinado digito de cada elemento de A.



Questao 2 [CLRS 9.3-5
Suponha que MEDIANA(A, p,r) é um algoritmo que rearranja os elementos de um dado vetor
Alp..r] de nimeros inteiros e devolve um indice ¢, p < ¢ < r, tal que

Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]

e Alq] é a mediana de A[p..r|. Suponha ainda que o consumo de tempo do algoritmo MEDIANA
é linear.

Escreva um algoritmo SELECT(A, p, , i) que recebe um vetor Alp..r| de nimeros inteiros e um
nimero inteiro i, 1 <7 < r —p+ 1, e devolve o valor do i-ésimo menor elemento de Alp..r].
O algoritmo deve utilizar o algoritmo MEDIANA como subrotina e deve consumir tempo linear.
Explique sucintamente porque seu algoritmo esta correto e tem o consumo de tempo pedido.

Solugao: Eis uma versao de algoritmo SELECT que faz o servigo:

SELECT (A, p,r,1)
1 sep=r

2 entao devolva A[p]

3 q <« MEDIANA (A, p,71)

4 k—q—p+1

5 sek=1

6 entao devolva A[q]

7 sek>1

8 entao devolva SELECT (A,p,q— 1,1)

9 senao devolva SELECT (A,q+ 1,7,i — k)

Comol1<i<r—p+1,sep=gq,entao i =1 e o algoritmo devolve na linha 2 o tinico elemento
do vetor Alp..q|. O algoritmo determina na linha 4 o nimero de elementos no vetor Alp..q|.
Devido a especificagao do algoritmo MEDIANA vemos que:

e se k =i, entdo o i-ésimo menor elemento do vetor Alp..q| é Algl;

e se k > i, entao o elemento desejado é o i-ésimo menor elemento do vetor A[p..q — 1]; e

e se k < i, entdo o elemento procurado ¢ o (i —k)-ésimo menor elemento do vetor Afg+1..7].

A correcao do algoritmo SELECT ¢é devida a este ser uma mera implementagao dos fatos acima.

Seja T'(n) o consumo de tempo maximo quando n = 7 — p + 1. O consumo de tempo pela
execucao de cada linha do algoritmo esta na tabela a seguir.

linha consumo de tempo da linha

12 =20(1)

3 =0O(n)

47 =406(1)

89 =T(n/2)

T(n) =06(Mn+06)+T([n/2])

)
S

(n) +T([n/2])
3



Obtemos desta forma a recorréncia que descreve o consumo de tempo do algoritmo SELECT no
pior caso:

T(n)=0O(n)+T(|n/2|) paran =23, ...

Seja ¢ uma constante tal que o consumo de tempo ©(n) correspondente as linhas 1-7 é nao

superior a cn paran = 1,2,.... Desta forma, para n > 2,
T(n) = ©(n) + T(|5])

<en+7(|2))

n n
Scn+cL§J —|—T(L?J)

n n n
Scn+CL§j +cL§j +T(L§j)
<.

n n n
Scn—kchJ +CL?J +"'+Ctﬁj

n n n
Scn+c§+c§+...+c2_k

1 1 1
:cn(1+§+?+...+2_k)

1 1 1
<cn(1+§+§+...+2_k+...)
=2cn

onde k = |lgn]. Como T'(n) < 2cn paran = 2,3,... concluimos que T'(n) é O(n) (e portanto
O(n)).



Questao 3 [CLRS 9.2
Escreva um algoritmo SELECT(A, W, p,r, i) que recebe vetores Alp..r] e Wip..r| de nimeros
inteiros positivos e um numero inteiro ¢ tal que 1 < < Z;:p W1j] e devolve o valor do i-ésimo
menor elemento da lista formada por W{p| cépias de A[p], W[p+ 1] cépias de A[p+1], ..., W]r]
copias de A[r]. Por exemplo, para p = 6,r = 8,1 = 6,

5 7 9 5

6 8 6 9
T4 28 .. A, e ]3]

8
1 [ W

7
>

o algoritmo deve devolver 4 que ¢ o 62 menor elemento da lista formada por
4 4 4 2 2 2 2 2 8 8 8 8.

O consumo de tempo do algoritmo SELECT deve ser O(n), onde n = r — p + 1. Explique sucin-
tamente porque seu algoritmo esta correto e tem o consumo de tempo pedido.

Solugao: O algoritmo SELECT ¢ semelhante ao algoritmo da questao anterior:

SELECT (A, W, p,r, 1)
1 sep=r

entao devolva A|p|

q < MEDIANA (A, W, p,r)

k0

para i < 1 até ¢ faga
k—k+ Wi

sek—Wlgl<iei<k
entao devolva A[q]

se k >1 > portanto k — W/q] > i
entao devolva SELECT (A,p,q — 1,1)
senao devolva SELECT (A,q+ 1,7,i — k)

© 00 N O U = W N
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O algoritmo SELECT utiliza como subrotina o algoritmo:

MEDIANA (A, W, p,7)

0 ne—r—p+1

1 i [(n+1)/2]

2 q <« SELECT-BFPRT (A, W,p,r,i)
3 devolva q

O algoritmo MEDIANA, por sua vez, utiliza como subrotina o algoritmo SELECT-BFPRT, visto
em sala de aula, com uma pequena alteracao. O algoritmo SELECT-BFPRT recebe o vetor
Alp..r] e um numero inteiro i tal que 1 <7 <r — p+ 1 e devolve um indice g tal que Alg] é o
i-ésimo menor elemento de A[p..r|. A pequena alteragao necesséria é a seguinte:

o algoritmo passa a receber também um vetor W p..r] e toda operagao “A[j] < A[k]”
realizada deve ser seguida pela operagao “W{j| < W[k].”



Assim, o algoritmo MEDIANA devolve um indice ¢, p < g < r, tal que
Alp..q=1] < Algl < Alg+1..7]
e Alg] é a mediana de A[p..r]. Como o consumo de tempo do algoritmo SELECT-BFPRT ¢

O(n), entdo o consumo de tempo do algoritmo MEDIANA também é O(n).

Como 1 < i < Z;:pW[j], se p = ¢, entdo, na linha 2, o algoritmo corretamente devolve o
unico elemento da lista. O algoritmo determina nas linha 4 e 5 o nimero de elementos da lista
formada pelos elementos do vetor A[p..q|. A corregao do algoritmo é devido a especificagao do
algoritmo MEDIANA ja que:

e se k — Wlq] < i <k, entao o i-ésimo menor elemento da lista é A[g] (linhas 7 e 8);

e se k — W{q| > i, entdo o elemento desejado é o i-ésimo menor elemento da lista formada
por cépias dos elementos no vetor Afp..qg—1] (linha 10); e

e se k < i, entdo o elemento procurado é o (i — k)-ésimo menor elemento da lista formada
por cépias dos elementos no vetor Afg+1..7] (linha 11).

Seja T'(n) o consumo de tempo maximo quando n = r — p + 1. O consumo de tempo pela
execucao de cada linha do algoritmo estd na tabela a seguir.

linha consumo de tempo da linha

12 =20(1)

3 =0(n)

4 =0(1)

5-6 =20([n/2])
7.9 =30(1)

10-11 = T(|n/2))

T(n) =0O(n+2[n/2]+6)+T([n/2])
O(n) +T([n/2])

Obtemos assim a recorréncia que descreve o consumo de tempo do algoritmo SELECT no pior
caso:

T(n)=0(n)+T(|n/2|) paran =23, ...

Como visto na questao 2, T'(n) é O(n).



Questao 4 [CLRS 5.3-4]
Considere o algoritmo a seguir que recebe um vetor A[l..n] e devolve no vetor B[l..n] uma
permutacao dos elementos de A.

PERMUTE-BY-CYCLIC(A, B, n)
1 k< Ranpom(1,n)

2 parai« 1 até n faca

3 Jj—i+k

4 sej>n

5 entao j «— j—n

6 Blj] < A[i]
Suponha que o vetor A[l..n] contém uma permutagdo dos inteiros 1,2,...,m. Se i e j s@o
nimeros inteiros em {1,...,n}, entdo quanto vale Pr{B[j] = A[i]}? O professor McSperto

afirma que o vetor B[1..n] produzido pelo algoritmo é uma permutagao aleatéria uniforme de
All..n]. O professor tem razao? Justifique as suas respostas.

Solugao: Se j > i, entao
Pr{Bj] = Ali]} = Pr{j =i+ k} (1)
=Pr{k=j—1i}
=1/n, (2)

onde a igualdade (1) segue da linha 3 e do fato de A[l..n] conter elementos distintos e a
igualdade (2) é devida a especificagdo do algoritmo RANDOM. Analogamente, se j < i

Pr{B[j] = Ali]} =Pr{j =i+ k—n} (3)
=Pr{k=j—i+n}
=1/n,

onde a igualdade (3) é conseqiiéncia das linhas 3, 4 e 5 e do fato de A[l..n] conter elementos
distintos.

O algoritmo nao produz uma permutacao aleatoria uniforme para n > 2. Em virtude da linha 1
vé-se que o algoritmo é capaz de produzir n permutagdo de A[l..n| enquanto o nimero de
permutagoes é n! (n! > n para n > 2).



Questao 5 [CLRS 5.1-2]

Considere o algoritmo abaixo que recebe dois niimeros inteiros a e b, 0 < a < b e devolve um
nimero inteiro 7, a < ¢ < b. O algoritmo usa a subrotina BIT-ALEATORIO() que devolve 1 ou 0,
independentemente do valores previamente devolvidos, com probabilidade uniforme.

RANDOM(a, b)

1 n—b—a

2 t«— [lg(n+1)]

3 repita

4 r«—0

5t para j < 1 até t faca

6 7+ 2 X r + BIT-ALEATORIO()
7 atéquer<n

8 it+—a+r

9 devolva ¢

Supondo que o consumo de tempo da subrotina BIT-ALEATORIO() é constante, qual o consumo
de tempo esperado do algoritmo RANDOM? Use a notagao O, mas procure dar a resposta o
mais justa possivel e justifique-a.

Solucgao: Seja X a variavel aleatéria representando o nimero de execugoes das linhas 3-7. O
consumo de tempo pela execucao de cada linha do algoritmo esta na tabela a seguir.

linha consumo de tempo da linha

12 =20(1)
34 =0(X)
56  =20(X[lg(n+ 1))
7T =0(X)
89  =20(1)

Tn) =0(X[lg(n+1)]+2X +4)
= O(X [lg(n+1)1)
=0(X lgn)
O consumo de tempo do algoritmo é ©(X lgn), onde n = b—a, e o consumo de tempo esperado
do algoritmo é O(E[X]lgn). Determinaremos E[X].

Para i = 1,2,3,..., seja X; a varidvel aleatoria que indica se as linhas 3-7 foram executadas
(pelo menos) i vezes, ou seja,

Y — 1, se as linhas 3-7 foram executadas i vezes,
! 0, em caso contrario.

Portanto,

X=X+ Xo+ Xg+ - (4)



Temos que

Em palavras, E[X}] é igual a probabilidade das linhas 3-7 serem executada i vezes.

Seja r; o valor de r na i-ésima execucao da linha 7, para¢ = 1,2,... As linha 3-7 sdo executadas
1 vezes se e somente se
Tn>mnernp>ne€e ... € r_1>n

Assim, Pr{X > 1} =1 e, parai > 2,

Pr{X>i}=Pr{ri>n e m>ne ... e rj.y >n}
= Pr{r; > n} x Pr{ro > n} x--- x Pr{r;_y > n}
1 1 1
<G XgxeXg (5)
1
~ i1

onde a desigualdade (5) serd demonstrada mais adiante.

Agora, podemos determinar E[X]. De (4) sabemos que
EX]=EX; + Xy + X5+ -]

= E[Xi] + E[Xo] + E[X3] + - -
=Pr{X >1}+Pr{X >2}+Pr{X >3} +---

cl+iyly
2 22

=1+1

=2

Portanto, E[X] é O(1) e o consumo de tempo esperado do algoritmo é ©(lgn).

Demonstraremos agora a desigualdade utilizada em (5): na linha 7 vale que
1
Pr{r > n} < 3

Primeiro, notemos que na linha 5:

(i0) r é um nimero em 0..27"1—1; e
(i1) Pr{r = k} = 1/27~! para cada k em 0..2771—1.

Em particular, (i0) e (il) também valem quando j =t + 1, e portanto na linha 7:

(2) 7 é um nimero em 0..2'—1; e
(i3) Pr{r = k} = 1/2" para cada k em 0..2'—1.



Assim, como 27! < n < 2' — 1, na linha 7 vale que

Pr{r>n}=Pr{r=n+1}+Pr{r=n+2}+---+Pr{r=2"-1}

1 1 1
—54_?4_...4_?

2t_2t—1
<72t

2t—1
T

Observacao: E ainda possivel verificar que na linha 8

(i4) 7 é um nimero em 0..7n; e
(i5) Pr{r =k} =1/(n+ 1) para cada k em 0. .n.

Portanto, o valor devolvido pelo algoritmo é um nimero em a..b gerado com probabilidade
uniforme 1/(b —a + 1).

10



Questao 6
Uma seqiiéncia X[1..m] é subseqiiéncia de uma seqiiéncia Y[1..n| se existem indices iy < iy <
.o <1y, tais que

X[jl =Yl paraj=1,...,m.

Por exemplo,
1 2 3 4 12 345 6 7

X =|B|[C|D|B]| ¢éumasubseqiiénciade Y =|A[B|[C|D|D|A|B]

com indices 2 <3 <5< T.

Escreva um algoritmo SUBSEQ-CONT(X,m,Y,n) que recebe uma seqiiéncia X[1..m] e uma
seqiiéncia Y[1..n], e devolve o nimero de ocorréncias de X como subseqiiéncia de Y. Sua
fungao deve consumir tempo O(mn).

Exemplos:
a) Se

1 23456 1 2345607
X=|R|A|B|B|[I[T| e Y=|R|A[B|B|B|I|T],

o algoritmo deve devolver 3.

b) Se
1 2 3 1234567

X=[B[A]¢] ¢ v=[B[A[B[G[B[A]C].

o algoritmo deve devolver 5.

Explique sucintamente porque seu algoritmo esta correto e tem o consumo de tempo pedido.

Solugao: Seja cli, j] o niumero de ocorréncias de X|[1..i] como subseqiiéncia de Y[1..j]. Se
X|[i]| = Y[j] entao c[i, j]| = c[i — 1,j — 1] + ¢[i, 7 — 1], sendo c[i, j] = c[i, j — 1]. Assim, obtemos a
recorrencia:

clo,j] = 1, para j =0,1,...,n;
cli,0) = 0, parai=1,2,...,m;
clij] = cfi—1,j—1+cfi,j—1], sei>1j>1eX[i]="Y[;
cli,j] = cli,j—1], sei>1,7>1e X[i] #Y[j].

11



O algoritmo a seguir baseia-se nessa recorréncia.

SUBSEQ-CONT(X,m, Y, n)
1 paraj <« 0 até n faca
2 cl0, 5] < 1
para i «— 1 até m faca
cli,0] <0
para i «— 1 até m faca
para j <— 1 até n faga
se X[i] =YTj]
entao cfi, j| «— c[i — 1,7 — 1] + ¢[i, j — 1]

0 3 O Ot = W

9 senao c[i, j| « c[i,j — 1]
10 devolva c[m,n]

O consumo de tempo pela execucao de cada linha do algoritmo esta na tabela a seguir.

linha consumo de tempo da linha

1-2 20(n)
3-4 20(m)
5 O(m)

6 ©(mn)
7 O(mn)
8-9 O(mn)
10 O(1)

total ©(3mn+3m+2n+1)=0(mn)

Eis uma versao memoized do algoritmo:

SUBSEQ-CONT(X,m, Y, n)
1 para:« 0 até m faga
2 para j <— 0 até n faga
3 cli, j] < INDEFINIDO
4 devolva LOOKUP (¢, m,n)

12



LOOKUP (c¢,i,j) > X eY estdo implicitos
1 se c[i, j] # INDEFINIDO

2 entao devolva c[i, j]

3 sei=0entao c[i,j] =1

4 senao se j = 0 entao c[i,j] =0

5 senao se X|[i| = Y]

6 entao c[i, j| « LOOKUP (c¢,i — 1,7 — 1) + LOOKUP (c,7,5 — 1)
7 senao c[i, j] < LOOKUP (c,i,j — 1)

8 devolva i, j|
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