Melhores momentos

AULA PASSADA
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Configuracoes

controle
17 cabeca
L1011 [1({O(L 1111 {UlUllLl] @ @ @

fita de leitura e escrita

Configuracao 101¢;10111
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Linguagem de uma MT

- N

Uma maquina de Turing aceita a entrada w se existe uma
sequéncia de configuracdes C'q,Co, ..., tal que

1. (1 € a configuracao inicial de M/ com entrada w,
2. cadaC;levaaC,yyparai=1,...,k—1,e

3. (', € uma configuracao de aceitacao.

A linguagem de M, ou a linguagem reconhecida por M,
denotada por L(M), & o conjunto de cadeias que ela aceita.

o |
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Liguagens reconheciveis

-

Uma linguagem e Turing-reconhecivel se existe alguma
maquina de Turing que a reconhece (linguagem
recursivamente enumeravel).

-

Exemplos:
As linguagens a seguir sao Turing-reconheciveis:

® L(Mgy)={u00:uc{0,1}*}
® L(Ms)={0? :n>0}

Observacao: se w néo estd em L(M) entao M pode néao
parar com w como entrada.

o |
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Liguagens reconheciveis e decidiveils

Uma maquina de Turing M é decisora se sempre aceita ouT
rejeita sua entrada. Dizemos que M decide L(M).

Uma linguagem é Turing-decidivel ou simplesmente
decidivel se existe alguma maquina de Turing que a
decide (linguagem recursiva).

Exemplos:
As linguagens a seguir sao Turing-decidiveis:

® L(Mgy)=4{u00:ue€{0,1}*}
® L(Mg)=1{0* :n>0}

LToda linguagem decidivel & Turing-reconhecivel. J
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AULA 4

Complexidade Computacional — p. 141



Variantes de Maguinas de Turing

- N

MS 3.2
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Variante simples

0 : (Q\ {Claceitagém C]rejei(;éo}) xI'—= QxT x{L,R, P},

onde P representa que a cabeca deve ficar parada.

o |
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Variante simples
o N
0 : (€ \ {aceitaggo: Irejeicaot) X I' = @ X I' x {L, R, P},

onde P representa que a cabeca deve ficar parada.

Uma MT com essa possibilidade pode ser simulada por
uma MT comum trocando cada transicao que nao se move

por duas transicoes: uma para a direita e outra para a
esquerda.

o |
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Maqguinas de Turing multifita

-

controle

cabeca

alblalalclUlUIUIUIUIL] o o o

o<

a|UUjfUjfUiLUib{L] o o o

fitas de leltura e escrita J
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Sobre os componentes

fComponentes de uma maquina de Turing multifica: T

Controle : possui um conjunto finito de estados, dentres
eles ha 3 estados especiais: inicial, aceitacao e
rejeicdo. Inicialmente esta no estado inicial.

Cabecas: Uma cabeca para cada fita. Cada cabeca Ié o
simbolo na posicao sobre a qual esta, escreve um
simbolo nessa posicao e move uma posiCao para a
direita ou esquerda. Inicialmente cada cabeca esta
sobre a primeira posicao de sua fita;

Fitas: infinitas a direita. Inicialmente a primeira fita
contém a cadeia representando a entrada do problema
nas primeiras posicoes, as demais posicoes contém
L LIs. As demais fitas contem apenas LS. J
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Maqguinas de Turing multifita

-

Uma maquina de Turing multifita € como uma MT comum
com varias fitas.

-

Cada fita tem sua propria cabeca para leitura e escrita.

Inicialmente a entrada aparece na fita 1 e as outras fitas
estao em branco.

Funcao de transicao para maquina com £ fitas:

0: (Q\ {Qaceitagéim Qrejeigéo}) x I — Q) X [ x {L, R, P}k-

o |
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Maqguinas de Turing multifita
fA expressao T

5(%‘,&1,...,&;{;):(qj,bl,...,bk,L,R,...,L)

significa que se a maquina esta no estado ¢; e as cabecas
estao lendo os simbolos

ai,az,...,ar,

respectivamente nas fitas de 1 a %, ela vai para o estado ¢;
e escreve

b17b27"‘7bk7

nas k-fitas, movendo a primeira cabeca para a esguerda, a
segunda para a direita, ..., e a ultima para a esguerda.

o |
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Exemplo de MT multifita
-

Descricao alto nivel de uma maquina de Turing que decide
se uma dada cadeia w esta na linguagem

-

{z:2e{0,1} » =2

My = “Com entrada w:

V
o(141/010]0j0]0]0|1T]1]0]L U

o |
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Exemplo de MT multifica

Descricao alto nivel de uma maquina M 5 com duas fitas T
gue decide

Ms = “Com entrada w:
1. copie entrada para 22 fita.

2. mova a cabeca da 12 fita para a primeira posicéo,
mova a cabeca da 22 fita para a Gltima posicéo

3. Mova simultaneamente a cabeca da 12 fita para a

direita e da 22 fita para a esquerda. Se em algum
passo 0s simbolos sobre as cabecas forem diferentes,
entao rejeite, senao aceite.

o |
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Diagrama de estados paral/;

f 07|—|_>0707R7R 0,7—>L,P O,OHR,L—‘
U~ 11 R ng L1— R L

LS00 R T USIT 0,0 R, L

1,|_|H1,1,R,R 17?_>L7P 171 RaL

TransicOes ausentes levam para ¢ygjeicao

o |
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NUmero de passos

Se a cadeia de entrada tem comprimento n entao a

maquina M faz nao mais do que 3n passos.

|
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MT multifita por MT fita unica

Duas maguinas sao equivalentes se elas reconhecem a T
mesma linguagem.

Teorema. Dada uma maquina de Turing multifita
M, podemaos construir uma uma maquina de Turing
S com uma unica fita e equivalente a /.

Prova: Vamos mostrar como converter M para S.
Digamos que M tenha £ fitas.

o |
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llustracao da idéia da prova

y N

| B ——
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fS = “Com entrada w = wyws - - - wy,: T

1. Acerte a fita de S para representar todas as £ fitas de
M:

By wy - wndt UL e

2. Para simular um movimento de )/, S percorre sua fita
do primeiro #, que marca o inicio da fita, até o
k 4+ 1-ésimo #, que marca o fim da fita, para determinar
0s simbolos sob as cabecas. Entdo S faz uma segunda
passada para atualizar as fitas, de acordo com o
determinado pela transicao de /.
S precisa ter novos estados correspondentes aos
possiveis estados de )/ e aos possiveis conteudos das
fitas:

N Qxr N
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-

3. Se em algum ponto S move uma das cabecas a direita
para um #, S precisa escrever um branco, deslocando
antes o0 # e o restante da fita uma posicao a direita.”

-

o |
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o N

Corolario . Uma linguagem & Turing-reconhecivel

se e somente se alguma maquina de Turing
multifita a reconhece.

Prova:

(=) Uma maquina de Turing comum é um caso particular
de uma magquina de Turing multifita.

(<) Segue do teorema anterior.

o |
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Notacao assintotica

CLRS 3.1
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Funcoes den

-

5n? — 9n 4n + 8 [n/3| +4 2v/m + 7
n=3 lgn (= log, n)

Qual é maior: n°* —9 ou 4n + 8?

o |

Complexidade Computacional — p. 158



Funcoes den

-

5n? — 9n 4n + 8 [n/3| +4 2v/m + 7
n=3 lgn (= log, n)

Qual é maior: n°* —9 ou 4n + 8?
Depende do valor de n!

o |
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Funcoes den

-

5n? — 9n 4n + 8 [n/3| +4 2v/m + 7
n=3 lgn (= log, n)

Qual é maior: n°* —9 ou 4n + 8?
Depende do valor de n!

Qual cresce mais?

o |
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Funcoes den

-

5n? — 9n 4n + 8 n/3] +4
n=3 lgn (= log, n)

Qual é maior: n°* —9 ou 4n + 8?
Depende do valor de n!

Qual cresce mais?

2y/n + 7

Comparacao assintotica , ou seja, para n EN O RME.

o

|
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Funcoes den

-

5n? — 9n 4n + 8 [n/3| +4 2v/m + 7

n=3 lgn (= log, n)

Qual é maior: n°* —9 ou 4n + 8?
Depende do valor de n!

Qual cresce mais?

Comparacao assintotica , ou seja, para n EN O RME.

lgn 2y/n + 7 n/3| +4 4n + 8 5n? — 9n

2n—3

o |
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NotacaoO

flntuitivamente. .

O(f(n)) = funcdes que ndo crescem mais
rapido que f(n)

funcbes menores ou iguais a
um multiplo de f(n)

Q

n? (3/2)n? 999972 n?/1000 etc.

crescem todas com a mesma velocidade

|
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NotacaoO
flntuitivamente. . T

O(f(n)) = funcdes que ndo crescem mais
rapido que f(n)

funcbes menores ou iguais a
um multiplo de f(n)

Q

n? (3/2)n? 999972 n?/1000 etc.
crescem todas com a mesma velocidade

® n?+99n é O(n?)

® 33n? é 0O(n?)

® 9n+2é0(n?

® 0,00001n3 — 20002 NAO € O(n?) J
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Definicao
ejam T'(n) e f(n) funcOes dos inteiros nos reais positivos. j

Dizemos que 7'(n) € O(f(n)) se existem constantes
positivas c e ng tals que

para todo n > ny.

\ cfn)

consumo de tempo

i —
nO tam an h O d a e ntrad a Complexidade Computacional — p. 160




Mais informal
rT(n) e O(f(n)) se existe ¢ > 0 tal que T
T(n) < cf(n)

para todo n suficientemente G RAN D E

i ¢ f(n)

consumo de tempo

| =
L no tamanho da entrada J
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Exemplos

(n) @ O(f(n)) lé-se “T'(n) € O de f(n)” ou
I—T “T'(n) € da ordem de f(n)” T
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Exemplos

(n) @ O(f(n)) lé-se “T'(n) € O de f(n)” ou
W “T'(n) € da ordem de f(n)” T

Exemplo 1
Se T'(n) <500f(n) paratodo n > 10, entao T'(n) € O(f(n)).
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Exemplos

(n) @ O(f(n)) lé-se “T'(n) € O de f(n)” ou
W “T'(n) € da ordem de f(n)” T

Exemplo 1
Se T'(n) <500f(n) paratodo n > 10, entao T'(n) € O(f(n)).

Prova: Aplique a definicdo com ¢ = 500 e ng = 10.

o |
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Exemplos

(n) @ O(f(n)) lé-se “T'(n) € O de f(n)” ou
W “T'(n) € da ordem de f(n)” T

Exemplo 1
Se T'(n) <500f(n) paratodo n > 10, entao T'(n) € O(f(n)).

Prova: Aplique a definicdo com ¢ = 500 e ng = 10.

Exemplo 2
10n2 é O(n?).

o |
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Exemplos

(n) @ O(f(n)) lé-se “T'(n) € O de f(n)” ou
W “T'(n) € da ordem de f(n)” T

Exemplo 1
Se T'(n) <500f(n) paratodo n > 10, entao T'(n) € O(f(n)).

Prova: Aplique a definicdo com ¢ = 500 e ng = 10.

Exemplo 2
10n2 é O(n?).
Prova: Paran > 0, temos que 0 < 10n? < 10 n3.

Outra prova: Paran > 10, temos 0 < 10n? < n x n? = 1n3.

o |
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Mais exemplos

-

Exemplo 3
lgn € O(n).
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Mais exemplos

fExemplo 3
lgn € O(n).
Prova: Paran > 1, tem-se que lgn < 1n.



Mais exemplos

fExemplo 3
lgn € O(n).
Prova: Paran > 1, tem-se que lgn < 1n.

Exemplo 4
20n3 + 10nlogn + 5 é O(n3).

o |
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Mais exemplos

fExemplo 3
lgn € O(n).
Prova: Paran > 1, tem-se que lgn < 1n.

Exemplo 4
20n3 + 10nlogn + 5 é O(n3).
Prova: Paran > 1, tem-se que

20n3 + 10nlgn + 5 < 20n° + 10n? + 5n° = 3517,
Outra prova: Para n > 10, tem-se que

L20n3+10n len+5 <200 +nnlgn+n < 20n°+n?+n’ = 22 nB.J
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Mais exemplos ainda

[—Exemplo 5 T

3lgn +1glgn € O(lgn).
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Mais exemplos ainda

[—Exemplo 5 T

3lgn +1glgn € O(lgn).
Prova: Paran > 2, tem-se que

Slgn +lglgn < 3lgn +lgn =4lgn.
[Note que 1glgn ndo é definida paran = 1.]

o |
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Mais exemplos ainda

[—Exemplo 5 T

3lgn +1glgn € O(lgn).
Prova: Paran > 2, tem-se que

Slgn +lglgn < 3lgn +lgn =4lgn.
[Note que 1glgn ndo é definida paran = 1.]

Exemplo 6
10109 & O(1).

o |
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Mais exemplos ainda

[—Exemplo 5 T

3lgn +1glgn € O(lgn).
Prova: Paran > 2, tem-se que

Slgn +lglgn < 3lgn +lgn =4lgn.
[Note que 1glgn ndo é definida paran = 1.]

Exemplo 6
10109 & O(1).
Prova: Paran > 1, tem-se que
10100 _ 1100 .0 _ 1100 o 1
[Note que n nao precisa aparecer, ja que estamos lidando

Lcom funcOes constantes.] J
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Uso da notacaa)
fO(f(n)) ={T'(n):existemcengtqT(n) <cf(n),n > ng} T
“I'(n) € O(f(n))” deve ser entendido como “T'(n) € O(f(n))”.

“I'(n) = O(f(n))” deve ser entendido como “I'(n) € O(f(n))".

=
=
A

O(f(n))” é feio.
“I'(n) > O(f(n))” nao faz sentido!

“I'(n) € g(n) + O(f(n))” significa que existe constantes
positivas ¢ e ng tais que

T(n) < g(n)+cfn)

~ paratodo n > np. o

Complexidade Computacional — p. 165



Nomes de classe®

classe nome

O(1) constante
O(lgn) logaritmica
O(n) linear
O(nlgn) nlogn
O(n?) quadratica
O(n?) clbica
O(n*) com k >= 1 | polinomial
O(2") exponencial
O(a™) coma >1 | exponencial

|
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Exerciclos

Exercicio 2.A
Prove que n? +10n +20 = O(n?)

Exercicio 2.B
Prove que 300 = O(1)

Exercicio 2.C
Prove que [n/3] = O(n)
E verdade que n = O(|n/3])?

Exercicio 2.D
Prove que 1gn = O(log,on)

Exercicio 2.E
Prove que n = O(2™)

Exercicio 2.F
Prove que lgn = O(n)

Exercicio 2.G
Prove que n/1000 ndo é O(1)

Exercicio 2.H
rove que = n2 ndo é O(n)

2
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Malis exerciclos

Exercicio 2.1
Suponha T definida paran = 0,1, ...

Se T'(n) = O(1), mostre que existe ¢’ tal que T'(n) < ¢’ para todo n > 0.
Se T'(n) = O(n), mostre que existe ¢’ tal que T'(n) < ¢/n paratodo n > 1.

Exercicio 2.J
Prove que n2 + 999n + 9999 = O(n?).

Exercicio 2.K
Prove que sn(n+1) = O(n?).

Exercicio 2.L

E verdade que mn — 999n — 9999 = O(n)? Justifique.

Exercicio 2.M

Suponha que f(n) = n? quando n € par e f(n) = n3 quando n é impar.
E verdade que f(n) = O(n?)?

E verdade que f(n) = O(n3)?
E verdade que n? = O(f(n))?
E verdade que n3 = O(f(n))?

o |
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Malis exerciclios ainda

Exercicio 2.N

E verdade que n? = O(2")?

Exercicio 2.0
E verdade que lgn = O(y/n)?

Exercicio 2.P
Suponha f(n) = 64nlgn e g(n) = 8n?, com n inteiro positivo.
Para que valores de n temos f(n) < g(n)?

Exercicio 2.Q (bom!)
Suponha T e f definidas paran = 1,2,... Mostre que se T'(n) = O(f(n)) e f(n) > 0 para
n > 1 entdo existe ¢’ tal que T'(n) < ¢’ f(n) paratodon > 1.

Exercicio 2.R (bom!)
Faz sentido dizer “T'(n) = O(n?) paran > 3"?

o |
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Mais exercicios ainda ainda

Exercicio 2.S
E verdade que 2" = O(n)?

E verdade que n = O(lgn)?
Justifique.

Exercicio 2.T

E verdade que n + /n € O(n)?

E verdade que n é O(y/n)?

E verdade que n?/3 é O(y/n)?

E verdade que /7 + 1000 é O(n)?

Exercicio 2.U

E verdade que lgn = O(n'/2)?

E verdade que /n = O(Ign)?

E verdade que lgn = O(n!/3)?

Justifique. (Sugestéo: prove, por inducao, que lg x < x para todo numero real x > 1.)

Exercicio 2.V
E verdade que [Ign] = O(lgn)?

o |
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MT multifita

MS 3.2, MS 7.1
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MT multifita por MT fita unica

Duas maguinas sao equivalentes se elas reconhecem a T
mesma linguagem.

Teorema. Dada uma maquina de Turing multifita
M, podemaos construir uma uma maquina de Turing
S com uma unica fita e equivalente a /1. Além
disso, se tendo como entrada uma cadeia de
comprimento n a maquina M faz nao mais do que

t(n) > n passos, entdo S faz O(t?(n)) passos.

Prova: Digamos que M tenha k fitas. Ja vimos como
converter M para S.

o |
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-

Suponha

M = (Qa >, 150, q1, Jaceitacao: qrejeigéo)
S _ (Q/7 Z/7 1—1/7 6/

["=Turl

/ / /
» 415> Yaceitacao’ qrejeigéio)

['={y:~vel}
Se M faz nao mais do que t(n) passos, entao o

comprimento de cada cadeia em uma fita de M é < t(n).

Logo, 0 maior comprimento da cadeia na fita de S é
k+1+kt(n) =k(t(n)+1)+ 1.

o |
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Inicializacao

fS — Com entrada w = wyws - - - w,, Acerte a fita de S para T
representar todas as k fitas de M.

B0y wa e wn B L H e

O numero de passos para inicializacao € igual ao numero
de passos para

# Inserir o primeiro # e deslocar w e outro #;

# inserir k—1 copias de ‘) H#
# voltar a cabeca da fita para primeira posicao.
Logo, esse numero de passos é = (2(1 +n+ 14+ 2(k —1))).

o |
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Esquerda para a direita

fA cadeia de S é varrida da esquerda para a direita T
guardando

® 0 estado presente da maquina /; e
# 0s k simbolos que estao sob as cabecas de /.
Para isto podemos ter estados

QOxT" com i=0,1,... k.
O numero de passos necessarios para isto e

< k(tn)+1)+1.

o |
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Configuracoes deS

{q}#t.. 71 -
i {g Y H ey

i
ﬂ’l#ﬂrg{q,”yl,ﬁ/g}##”y.k#
T

7
i
Aoy

R N S A

Yoot H G R

Vo oA H e g,

Yk}
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Direita para a esgquerda

fBaseada no estado {¢,v1,...,7,} @amaquina S percorre a T
cadela na sua fita da esquerda para a direita parando em

cada simbolo ~;, realizando as transicdes da maquina 1/:

oy oV Y
S R S S I DU JUUE S A

Se
O Y1y ooy Viye oo V) =0(Dy ooy, oy Lyo))

Se nao houver “complicacao” o numero de passos
necessarios para isto é

< k(t(n) +1) + 1+ 2k.

o |
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-

Complicacao

-

~:; pode estar imediatamente antes de um # e 1/ deve
mover a cabeca da i-ésima fita para a direita:

i@
4@

4@
i@

71
T
T

-

o
4

4
4

V2 -
Yo ..
Yo ..

V2 .-

A
A
A
L

L
A
A
L

TR T S
P .

N T
i A o

Neste caso precisamos deslocar varios simbolos para a
direita. NUmero de passos necessarios para cada fita de M

é <2(k(t(n)+1)+1).

o

Total: < 2k(k(t(n) +1)+1) |
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NUmero de passos de

-

A simulacéo continua até que 1 pare.
Inicializacao: < 2(1+n+1+2(k—-1))) = O(n)
Cada passo de M:

® Esquerda paraadireita: < k(t(n)+1)+1 = 0O(

Ny
~

S
~——
~—

# Direita para a esquerda: < 2k(k(t(n) +1)+1) = O(t(n))

Numero de passos de M < t(n)
Logo, nimero de passos de S é O(n + t(n))

Como t(n) > n, a sSimulagao toda pode ser realizada em
O(t*(n)) passos

o gl
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