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Mais programacao linear

Paulo Feofiloff,
Algoritmos de programacao linear



Problema

-

Problema de programacao linear:
Dados

# uma matriz A indexada por M x N,
# um vetor b iIndexado por M

# um vetor ¢ indexado por N

encontrar um vetor x indexado por N que

minimize cx
sSob as restricoes Ax b
r;, > 0 paracadai:em N.

o |
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Exemplo

-

Encontrar z1, xo, r3, r4, x5 qUe Minimizem
S5lay + 5229 4+ d3x3 + 44 + D5
enguanto satisfazem as restricoes

I1xy 4+ 12209 4+ 13203 + 1424 + 1525 = 16
211 + 2229 + 2323 + 2424 + 2505 = 26
31z 4+ 32x9 4+ 3313 + 3424 + 3525 = 36
A1z + 4229 + 4323 + 4424 + 4D5 = 46

r1 20,270 20,23 20,274 20,25 > 0

|
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Mesmo exemplo

“Desenho” do sistema:
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|
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Sistemas simples inviavel
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Sistema simples soluvel
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Sistemas simples soltvel

19 29 39 49 59

O 0 0 0 O

o OO O O O
o Ol oo O O = O
O OO O = O O

S OO = O O O

o Ol O O O O

0O 0 0

0

0

8 86 &7 88 99

Sistema simples soluvel

19
29
39
49
59

|
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|
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Sistema simples ilimitado

AL AL AL AL A

CXU

VI VI VI VI VI

— p.287/331
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Sistemas simples

AL AL AL AL A

CXU

VI VI VI VI VI
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Sistemas simples

— p.288/331

Otimizagdo Combinatéria



Sistemas simples

0

0

x| 11 21 31 41 51

-
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Sistemas simples

0

0

x| 12 22 32 42 52

-
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Sistemas simples

0

0

0

x| 13 23 33 43 53
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Sistemas simples

0

0

0

x| 14 24 34 44 54

-
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Sistemas simples

0

0

x |15 250 35 45 55

-
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Sistemas simples

15 25 35 45 551 0 0 0 0] 4
I 0 0 0 O —1
O 1 0 0 O —1
O 0 1 0 0 —1
O 0 0 1 O —1
O 0 0 0 1 —1
o 0 0 0 0,0 0 0 0 O
o o0 o0 0 o0, 0 0 0 0 O
O 0 0 0 O —4

Sistema simples ilimitado
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|
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|
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Recebe

Algoritmo Simplex

# uma matriz A indexada por M x N,

# um vetor b indexado por M

# um vetor c indexado por N

e transforma o “sistema” A, b, c em um sistema equivalente

que é

® 0OuUsim
® 0OuUsim
® ousim

0
0

D

es nviavel
es soluvel
es Ilimitado.

|
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Consegliencia

(Carathéodory) Todo problema de programacao
linear viavel tem uma solucao basica.

|
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| ema da dualidade

fX(A,b) ={x: Ar =b,x > 0} T
Y(A,c¢):={y:yA <c}.

Para todo x em X (A,b) etodo y em Y (A, c) vale que

cx > yb.

Demonstracao:

cx > (yA)x = y(Ax) = yb.

o |
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Conseqguéncias

min{cz : x € X(A,b)} > max{yb:y € Y(A,c)}

Para qualquer x em X (A, b) e qualquer y em
Y (A, c), se cx = yb entao

® 1 ésolucao de min{cr:x € X(A,b)} e
® y é solucao de max{yb:y € Y(A,c)}.

|
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Exemplo

“Desenho” do sistema:

L1

L2

L3
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Y2
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Folgas complementares
~ Afolga de z em X(A,b) é o conjunto o
(ke N:alk] £0).
A folga de y em Y (A, ¢) € 0 conjunto

{g € N:(yA)lg] < clq] # 0}.

O par z,y tem folgas complementares se a folga de « é
disjunta da folga de y.

c—WA) 0100010 |00 % |*|*|*[|x*

o |

Otimizagdo Combinatéria — p.294/331




ema das folgas complemetares

~ Paratodo » em X(A,b) etodo y em Y (A, c), 0 para z,y tem |
folgas complementares se e sO se cx = yb.

Dem: Suponha que z, y tem folgas complementares. Entao
cr—yb = cx — y(Ar) = (e —yA)r = 3"~ yA)[iJa]j] = 0.
J
Logo, cx = yb.
Suponha agora que cx = yb. Entao cx — y(Ax) = 0, donde
> (e—yA)[jleli] = 0.
J

Comoz > 0eyA <¢, cadatermo da somaé < 0. Como a
soma € nula, cada um de seus termos deve ser nulo.
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Problema primal

-

Dados

# uma matriz A indexada por M x N,
# um vetor b indexado por M

# um vetor c indexado por N

encontrar um vetor x indexado por N que

minimize cx
sob as restricoes Ax b

0 paracada:em N.

1V

L

o |
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Problema dual

-

Dados

# uma matriz A indexada por M x N,

# um vetor b indexado por M

# um vetor c indexado por N

encontrar um vetor y indexado por M/ que

maximize yb
sob as restricoes yA < ¢

o |
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Teorema da dualidade

(Von Neumann, Gale, Kuhn e Tucker)
Se X(A,b) ADeY(A, c)#D, entdo

min{cx : x € X(A,b)} =max{yb:y € Y(A, c)}.




Caminhos de comprimento minimo

~ Da corregéo do algoritmo BUSCA-EM-LARGURA temos o
seguinte.

Seja (N, A) um grafo e s e ¢t dois de seus nos.
Suponha que o grafo possui um st-caminho. Se M
é a matriz de incidéncias de (N, A) e b 0 vetor de
Incidéncia de st, entao

min{x(A) : Mx =b,0 <2 <1} =max{yb: yM < 1}.

Ademais, 0 minimo e 0 maximo tém solucao inteira.

No algoritmo BUSCA-EM-LARGURA o vetor = é
Lrepresentado pela funcao-predecessor . J
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Caminhos sob custos nao-negativos

~ Da corrego do algoritmo DIJKSTRA (FORD) temos o o
seguinte.

Seja (N, A, ¢) uma rede com funcao-custo
c: A— 7. e setdois de seus nds. Suponha que o
grafo possui um st-caminho. Se / € a matriz de
Incidéncias de (N, A) e b o vetor de incidéncia de st,
entao

min{cr : Moz =0,0 < <1} =max{yb: yM < c}.

Ademais, 0 minimo e 0 maximo tém solucao inteira.

\—NO algoritmo DIJKSTRA o vetor = € representado pela J
funcao-predecessor .
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Caminhos de custo minimo

~ Da corrego do algoritmo FORD-BELLMAN (FORD) temos |
0 seguinte.

Seja (N, A, ¢) uma rede com funcdo-custo c: A — 7Z
e s e t dois de seus nds. Suponha que a rede nao
possui ciclo negativo. Se M é a matriz de
Incidéncias de (N, A) e b o vetor de incidéncia de st,
entao

min{cr : Mz =0,0 < <1} =max{yb: yM < c}.

Ademais, 0 minimo e 0 maximo tém solucao inteira.

LNOS algoritmos o vetor x é representado pela J
funcao-predecessor .
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Ciclos negativos

~ Da corrego do algoritmo FORD-CICLO temos o seguinte. |

Seja (N, A, ¢) uma rede com fungao-custo
c: A— Z. Se M e a matriz de incidéncias de
(N, A), entao vale uma, e apenas uma, das
seguintes afirmacoes:

® existe rtalque Mz =0,0<zx<1lecr<0,
# existe y tal que y/M < c.

Nos algoritmos o vetor = € representado pela
funcao-predecessor .

o |
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Fluxo viavel de custo minimo

- Problema do fluxo viavel de custo minimo: o
Dados
# uma matriz de incidéncias )M de um grafo (N, A),
# um vetor b indexado por N
# um vetor ¢ indexado por A e
#® um vetor « indexado por A
encontrar um vetor x indexado por A que

minimize CI

sob as restricobes Mz = b
zlij] < ulij] paracadaijem A
rlij] > 0 para cada ij em A.

o |
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Fluxos

PF 10.1, 10.2, 10.3



Fluxos

~ Uma fluxo é uma fungdo de Aem Z..




EXxcesso

~ Sex éum fluxo e T é uma parte de V ent&o o

o(T,T) = (x(if) - ij € (T, T))

Exemplo: (T, T) =2+ 3+5=10

|
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EXxcesso

O excesso ou acumulo de = em T € a diferenca entre o que |
entraem 7 e o que saide T

(T, T) — x(T,T)

Exemplo: (T, T) — (T, T) =10 — 8 = 2
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Soma de excessos

f Z(:C(f7 t)—at,t):teT)=aT,T)—x(T,T)

Exemplo: x(T,T) — 2(T,T) = 10 — 8 = 2




Circulacao

~ Umocirculag&o é qualquer fluxo = tal que o

2(J,9) = 2(3,J)

para todo no j.

0

<2
) . )
<4 w 1
4
9 Q
u
2

=\ <

o |
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Circulacoes elementares

~ Se C' éumociclo e o € um inteiro ndo-negativo ent&o o

(i) o Se (' passa por ij
T\ = , .
/ 0 em caso contrario,

é a circulacao elementar definida por C' e o.

B @L B
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Mais circulacoes

~ SeC éumacolegdo deciclose A éumafungdodeCem |

Z -, entao o fluxo dado por
(i) ==Y (MC):C €C e C passa por ij)

para cada arco 5 € uma circulacao.

i
©

= w 3 O ~

O
Y \o
7 , O/?\ B
u 3 ; Z = Otimizag@binatéria -p.311/331




Decomposicao de circulacoes

Se x € uma circulgao ent&o existe um coleg&o de ciclos Ce |
AN:C—Z-talsque |C| <me

#(if) = (MC):C €C e C passa por ij)

para cada arco ;.

= w 3 O =~

UD . / 3¥G} OZC:LD\O J
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Demonstracao

~ Aprova desse fato € algoritmica. o

DECOMPOSICAO-DE-CIRCULACAO (N, A, z)
C+—10
A, —{ij : x(ij) > 0}
enquanto A, # ( faca
escolha pg em A,
P «— BUSCA(N, A, q,p)
C—P-(pq)
C—Cu{C}
AMC) < min{z(ij) : ij € arcor de C'}
para cada arco 5 de (' faca
w(ig) — x(ij) — AMC)
11 se z(15) =0
12 entédo A, — A, — {ij}

LlB devolva C e \ J
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Fluxo entre dois nos
~ Umfluxo de s a ¢ € qualquer fluxo = tal que o

(4, ) —x(j,5) =0

para todo j em N — {s,1}.

o |
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Valor de um st-fluxo

fo valor de um st-fluxo = é

val(x) := z(t,t) — x(t,t).

Exemplo: val(z) =3+34+4—0=10




Valor de um st-fluxo

fPara qualquer st-fluxo xe qualquer st-corte V(T',T). T

val(z) == «(T,T) — (T, T).

Exemplo: val(z) =(34+1+4+3)—-1=10

|
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st-fluxos elementares

~ Se P é um st-caminho e o € um inteiro ndo-negativo entdo |

(i o Se P passa por ij
T\ = , .
/ 0 em caso contrario,

é a st-fluxo elementar definida por P e «.

f@\@<
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Mais st-fluxos

fSe P € uma colecao de st-caminhos e A € uma funcao de PT
em Z ., entao o fluxo dado por

(i) ==Y (MP): P € P e P passapor ij)

para cada arco ij € uma st-fluxo

N
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Decomposicao de st-fluxos

fSe r € uma st-fluxo entao existe um colecao de T
st-caminhos P, |P| < m, e A : P — Z. tais que o0 st-fluxo

(i) ==Y (MP): P € P e P passapor ij)

para cada arco ij ‘representa’ z: =’ < z e val(z') = val(x).




Demonstracao

~ Aprova desse fato € algoritmica. o

DECOMPOSICAO (N, A, )
P
A, —{ij : x(ij) > 0}
enquanto val(x) > 0 faca
P «— BUSCA (N, A, s,t)
P — PU{P}
A(P) «— min{xz(z7) : ¢j € arcor de P}
para cada arco ij de P faca
2(1j) « x(ij) — A(P)
se x(17) =0
entao A, — A, — {ij}
devolva P e A

PO OWOONOOITHS,WNEPE

.

|
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Consegliencia

(Carathéodory) Se = € um st-fluxo entao existem
# uma colecao P de st-caminhos
® umafungcdo \ : P - Z.
# uma colecao C de ciclos
# umafuncado \o: C — Z.
taisque [PUC| <me

r(if) =Y (M(P): P €P e P passa por ij)
+) (A2(C): C €C e C passapor ij)

para cara arco ij.
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Decomposicao de fluxos

A demonstracao € algoritmica.
DECOMPOSICAO-DE-FLUXO (N, A, x)
1 P,\ «— DECOMPOSICAO (N, A, z)

2 C,)\y «— DECOMPOSICAO-DE-CIRCULACAO (N, A, x)
3 devolva P, \,C, )\

o |
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