Melhores momentos

AULA PASSADA



Problema

~ Problema do fluxo méaximo: Dados nds s e t de umarede |
(N, A, u) com fungao-capacidade «, encontrar um st-fluxo
gue repeite « e tenha valor maximo.
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| ema da dualidade

fSe = € um st-fluxo que respeita « e V(7,T) é um st-corte T
entao

val(z) < u(T,T).

Exemplo: val(z) =10 <3+ 74+ 9+5 =24 =u(T,T).
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Consegliencia

fSe = € um st-fluxo que respeita « e V(7,T) é um st-corte T

tais que
val(z) = u(T,T)

entdo = é um st-fluxo de valor maximo e V(T,T) é um
st-corte de capacidade minima.

v(i7)/u(ig)
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Consegliencia

fSe = € um st-fluxo que respeita « e V(7,T) é um st-corte T
tais que
val(z) = u(T,T)

entdo = é um st-fluxo de valor maximo e V(T,T) é um
st-corte de capacidade minima.
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r @ maximo?




E agora? x € maximo?




Onde mudou?




Pseudo-caminho

~ Um pseudo-caminho é uma segiéncia o
<i07 ai, 7;17 ceey Qg ZC]>
em que i, . .., %, SA0 nos distintos e a;, = i;_i; OU
A = ikik—l-
<— = —

P =arcos inversos P =arcos diretos
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Pseudo-caminho de incremento

~ Um pseudo-caminho P é de incremento se o
.
r(1j) < wu(ij) paracadaijem P
(1) > 0 para cada ij em P

H

P =arcos Inversos

—

P =arcos diretos

(7)




| ema do incremento

~ Se x € um st-fluxo e P é um pseudo-caminho de o
Incremento se s a t, entdao » nao € um fluxo maximo.

Rascunho da demonstracao: Seja o o maior valor tal que

0 < wu(iy)—x(ij) paracadaij € P
o < x(ij) para cada ij € P.
E evidente que ¢ > 0. Seja 2/ 0 st-fluxo
[ 2(ij)+0 seije P
P(ij) =< 2(ij)—6 seije P
| x(i7) em qualquer outro caso.

LTemos que val(z’) = val(z) + . J

Otimizagdo Combinatéria — p.362/409



E agora? x € maximo?




E agora? x € maximo?




E agora? x € maximo?




|_ema do certificado

~ Se x € um st-fluxo e ndo existe um pseudo-caminho de |
Incremento de s a t, entao existe um st-corte V (7', 7)) tal
que
val(z) = u(T, T).

Rascunho da demonstracao: Seja S o conjunto de nos gue
sao terminos de algum pseudo-caminho de incremento que

comecaemsesejal :=S.
Da definicdo segue que «(T,T) = u(T,T) e 2(T,T) = 0.
Logo,

val(x) = z(t,t) — x(t,t)
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Consegliencia

~ Para quaisquer dois n6s s e t em uma rede (V, A, u) com
funcao-capacidade u, existe um st-fluxo = que respeita « tal
que

val(z) = u(T,T)
para algum st-corte V(7,T).
Rascunho de demonstracao:

Seja = um st-fluxo de valor maximo.

Pelo lema do incremento nao existe um pseudo-caminho
de incremente de s a .

Pelo lema do certificado existe um st-corte V(7,7 tal que

val(z) = (T, T).

o |
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Teorema do fluxo maximo e corte minimo

o N

O teorema foi demonstrado por Ford e Fulkerson e,
Independentemente, por Kotzig.

Para quaisquer dois n0s s e t em uma rede (N, A, u)
com funcao-capacidade = tem-se que

max{val(z): 0 <z < u} = min{u(T,T) : T é st-corte}.

o |

Otimizagdo Combinatéria — p.366/409



AULA 10



Ford e Fulkerson

Método dos caminhos de incremento

PASSO DE INCREMENTO: encontre um
pseudo-caminho de incremento (para o fluxo
corrente). Incremente o valor do fluxo “enviando
0 > 0 unidades de fluxo através do caminho”.

Note que o método nao especifica como encontrar 0
pseudo-caminho de incremento.

o |
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Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) =0 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) =0 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) =1 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) =1 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) = 2 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

fVc’:ll(a:) = 2 x(17)/u(ig T
>@
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Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) = 3 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o -

val(z) = 3 x(ig)/u(ij)




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) =4 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o -

val(z) = 4 x(ig)/u(ij)




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) =6 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

-
val(z) = 6 x(z‘j)/u(z‘j)ﬁ
=
NS
1/5
Z
U =



Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) =7 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) =7 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) = 8 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) = 8 x(17)/u(ig

>@
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Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) =9 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) =9 x(17)/u(ig




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) = 10 x(ig)/ulig




Método dos caminhos de incremento

o T

val(z) = 10 x(ig)/ulig




Método dos caminhos de incremento

-

val(z) = 10




Algoritmo de Ford e Fulkerson (esboco)

~ Recebe uma rede (N, 4,u) com fungéo-capacidade « e nés |
s e t e devolve um st fluxo maximo = e um st-corte minimo
V(T.T).

FORD-FULKERSON (N, A4, u, s, 1)
r<— 0
repita

Ay —{ij € A:x(ij) < u(if)} U {ji: z(ij) > 0}

(y, P) «— BUSCA(N, A,, s,1)

se y(t) —y(s) =0

entao r «— INCREMENTE-FLUXO(z, P)

até que y(t) — y(s) >0
T —{j:yly)—y(s) >0}
devolvar e T J

0O NOOUITh, WN B

o
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Algoritmo de incremento (esboco)

~ Recebe um st-fluxo = e um pseudo-caminho de incremento |
P e devolve o fluxo x apds enviar “6 unidades de fluxo
atraves de P”.

INCREMENTE-FLUXO (z, P)

01 < min{xz(ij) : ij € arco de ?}

5y « min{u(ij) — 2(ij) : ij € arco de P}

0 «— min{51, 52}

para cada arco ij em P faca

seij € P

entdo x(ij) «— x(ij) + 0
senao z=(ij) <« x(ij) — o

~No ol A WODN

devolva » J

fOO
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|nvariante

-

(10) x € inteiro;

-

Na linha 2 e na linha 7 valem as seguintes invariantes:

(1I1) = € um st-fluxo;

(12) x respeita .

o |
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Correcao
f # Depois da ultima iteracéo das linhas 2—7, € um T
st-fluxo que respeita u;
# T definido na linha 8 separa s de ¢.

# Como y é um O-potencial em (N, A, ) entao x(ij) = u(ij)
para cada arco ij em V(T,7T) e z(ij) = 0 para cada
arcoij em V(T,T).

Logo,
val(z) = «(T,T) — «(T,T)
= 2(T,T)
= u(T,T)

LConcIuséo: 0 algoritmo faz o que promete. J
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Teorema da integralidade

o N

O fato a seqguir € um consequéncia da correcao do
algoritmo FORD-FULKERSON.

Se (N, A,u) € um rede com fungcao-capacidade
de A em Z., entdo existe um fluxo de valor maximo
com valores inteiros.

o |
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Consumo de tempo

O numero de execugdes do bloco de linhas 2-7 é o
< nU,

onde U := max{u(ij) : ij € A}.
linha consumo de todas as execucoes da linha

O(m)

nl O(m) = O(nmU)

nlU O(n+m) = O(nmU)
O(nl)

nlJ O(m) = O(nmU)

o 01 b~ W

total O(m)+ O(nU) + 30(nmU)

- = O(nml) o
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Conclusao

O algoritmo FORD-FULKERSON faz nao mais que
nl/ passos de incremento.

O consumo de tempo do algoritmo
FORD-FULKERSON ¢ O(mnl/).

Este consumo de tempo nao € polinomial.

o |
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fU = 2F

val(z) =0

Mau exemplo

v 0
Q Y A A
70
o
g Y

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) =0

Mau exemplo

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) = 1

Mau exemplo

e %
Q U A Of
0
o
0 Y

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) = 1

Mau exemplo

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) = 2

Mau exemplo

e %
\ U A Of
70
o
0 Ny

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) = 2

Mau exemplo

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) =3

Mau exemplo

% <
\ U A Of
o
\@
o Ny

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) =3

Mau exemplo

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) = 4

Mau exemplo

% <
5, Y A &
o
\@
‘D/‘% %\%

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) = 4

Mau exemplo

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) =5

Mau exemplo

3 >’
A
VAR
o
o
(P/‘% %\%

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) =5

Mau exemplo

(1) /u(ij)



fU = 2F

val(z) =6

Mau exemplo

3 >’
o U A Of
0
o
20, Ny

(1) /u(ij)



Mau exemplo
fU .= oF T

val(z) = 20 = 2/ ! x(i7) Ju(ig)
/4\ A,
o &
250
&
by cﬁv\%
=
u

O algoritmo para apos 20 = 2"*! passos de incremento.

o |
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Fluxos reais



Fluxos reais

O grafo (N, A) abaixo tem 8 nds e todos 0s arcos possiveis |
er:=(—-1++5)/2 <1éaraiz real positivade * +r —1 = 0.
A capacidade dos arcos nao desenhados é

¢>1/1—=r)=1+r4+r"+--.

Otimizagdo Combinatéria — p.379/409



Método dos caminhos de incremento

-

val(x) = 0




Método dos caminhos de incremento

O——— Q\

O4—=0 O

o N

val(x) = 0

Q 0/r >Q



Método dos caminhos de incremento

-

val(z) =1




Método dos caminhos de incremento

o N

val(z) =1

1/1 E Q




Método dos caminhos de incremento

o N

val(x) =1+r

Q 1 —r/1 >Q

© O-——=0 ©




Método dos caminhos de incremento

-

val(x) =1+r



Método dos caminhos de incremento

o N

val(z) =1 +1r +r?

Q 1—r3/1 >Q

© O—+——=0 ©

Q r—r?/r >Q



Método dos caminhos de incremento

o N

val(z 1+r+r

@/

7’ T (A



Método dos caminhos de incremento

-

val(z) =147 4+ 7 473




Método dos caminhos de incremento

o N

val(z) =147 4+ 7 473

1/1 E Q

Q. O——0O
N
-

0




Método dos caminhos de incremento

B -

val(z) = 1+r+r?+ 73 447

Q 1 —rt/1 >Q

@ Q 1 —r5/1 >Q @




Método dos caminhos de incremento

B -

val(z) = 1+r+r?+ 73 447

Q 1—rt/1



Método dos caminhos de incremento

B B

val(z) = 14+7r+ 72+ 73 47t 497

Q 1—7%/1 >Q

@ Q 1/1 >Q @

Q r—7r2/r >Q



Método dos caminhos de incremento

o N

val(z) = 14+7r+ 72+ 73 47t 497

Q 1 —r5/1 Q

/%cf\@
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Método dos caminhos de incremento

B B

val(z) =1+ r+r* +r° +r 42 410

Q 1/1 >Q

@ Q 1 —r6/1 >Q @

Q r—r’/r >Q



Método dos caminhos de incremento

B B

val(z) =1+ r+r* +r° +r 42 410

1/1 O

O OO
\Q‘k@
a

0




Método dos caminhos de incremento

B B

val(z) =1+ r+r2+r3 40 4% 400 447

Q 1—r/1 >Q

@ Q 1 —r8/1 >Q @




Método dos caminhos de incremento

o N

Incrementa, incrementa, incrementa . .. para sempre.



Resumo

-

Depois de i passos de incremento tem-se que:
o vallx)=1+r+r2+r3 . 4"
® {u(ij) —x(ij) :ij € A} = {0,771 r"}

® 2(ij) <1+7+7r2+-.-+ 7! para cada arco ij
O valor do fluxo converge para 1 +r + % + 13 + ... < g.

O valor de um fluxo maximo é 7q.

- N
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Conclusao

O algoritmo FORD-FULKERSON aplicado a redes
com funcao-capacidade que tem valores reais pode
nao parar.

O algoritmo FORD-FULKERSON aplicado a redes
com funcao-capacidade que tem valores reais pode
obter uma sequéncia de fluxos cujo valor converge

para um valor menor que o de um fluxo maximo.

|
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