Melhores momentos

AULA PASSADA



Ford e Fulkerson

Método dos caminhos de incremento

PASSO DE INCREMENTO: encontre um caminho de
Incremento para o fluxo corrente. Incremente o
valor do fluxo “enviando a maior quantidade
possivel de fluxo através do caminho”.

Note que o método nao especifica como encontrar 0
pseudo-caminho de incremento.

|

Otimizagdo Combinatéria — p.492/588



Edmonds e Karp
B -

Método dos incrementos através de caminhos “curtos”

PASSO DE INCREMENTO: encontre na rede residual
(do fluxo corrente) um caminho de

comprimento minimo.

Incremente o valor do fluxo “enviando a maior
guantidade possivel de fluxo possivel atravées
desse caminho”.
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~ Invariante: no inicio de cada iterag&o temos um

.

Resumo

-

st-pseudofluxo & que respeita as capacidades.

Algoritmo numero de passos | consumo
de incremento de tempo

FORD-FULKERSON O(nl)) O(nmU)

MAX-CAPACITY <2m(1+|lgU]) | O(n*mlgl)
O(mlgU)

CAPACITY-SCALING | <2m(1+|lgU]) | O(m*1gU)
O(mlgU)

EDMONDS-KARP nm O(nm?)

Estamos supondo que n = O(m) (grafo conexo)
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AULA 14



Dinits

PF 16.1, 16.2, 16.3, 16.4



-

Dinits
-

EDMONDS-KARP envia fluxos através de caminhos curtos,
mas calcula um 1-potencial (s, x)-0timo em cada iteracao.

EDMONDS-KARP descarta os resultados da busca em
largura.

ldéia: reutilizar o resultado de cada busca em largura o
maximo possivel.

Em cada iteracao o algoritmo um “rede em camadas”
(= layered network) formadas pelos arcos que estao em
algum caminho minimo com origem em s (Ou com
destino ¢, dependo do gosto do fregués).

|

Otimizagdo Combinatéria — p.497/588



Arcos ausentes tém capacidade nula.
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Rede residual 1




Rede em camadas 1
 dist(s, 1) = 3 "3 i)/ id) |
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Caminho de incremento 1
dist(s, 1) = 3 ) i)/ Gig) |

0 sOW




Caminho de incremento 2
fdist(s,t) =3 0/3 Z(ig) /' ( zy
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Caminho de incremento 3
 dist(s, ) = 3 » (i)l Gig) |

0 sOW




 dist(s, 1) = 3

Fluxo bloqueador 1
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Arcos ausentes tém capacidade nula.

Otimizagdo Combinatéria — p.505/588




Rede residual 2




Rede em camadas 2

Casten=1 W2 0 (i) )

® | 0O
O ]@/

0/3

0/2



Caminho de incremento 4

fdist(s,t) =4

0/2 2(ij u’z"T
= \@ (17)/w(i7)

0/3

0/1 @

/

@\j@ 073

0/2



Fluxo bloqueador 2

Casten=1 W2 0 (i) )
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i(if)fulij)
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Arcos ausentes tém capacidade nula.
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Rede residual 3




Rede em camadas 3
 dist(s.0) — 5 0/2 i)/ if) |
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Caminho de incremento 5
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Fluxo bloqueador 3

 dist(s.0) — 5 1/2 i)/ if) |
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Arcos ausentes tém capacidade nula.
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Rede residual 4




Rede em camadas 4
fdlst

O 0

7



Fluxo maximo e corte minimo
- val(@) =6 i(ig)/uliz) |




Algoritmo de Dinits
- -

Metodo dos “fluxos bogqueadores”

PASSO BLOQUEADOR:

encontre um fluxo blogueador z na “rede em
camadas” do fluxo corrente i.

Intere novamente com z + Z no papel de .

Na descricao do algoritmo de Dinits que veremos a rede
em camadas sera representada implicitamente por um
1-potencial (s, x)-0timo no grafo residual (IV, A;).

Observacao: pode-se usar um 1-potencial (x,¢)-0timo ao
iInvés de (s, x)-0timo. J
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Potencial 6timo

~ Dado um n6 s, um 1-potencial y é (s, x)-6timo se: o
# existe um caminho P de s a i tal que |P| =y(i) — y(s) ou
# nao existe um caminhode sai e y(i) — y(s) > n.
Um arco ij é justo se y(j) — y(i) = 1.

0
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Potencial 6timo

POTENCIAL-OTIMO (N, A, s)

1 paracadai:em N faca
2 y(1) < n
3 y(s) <0
4 L« (s) > Lfunciona como uma fila
5 enquanto L # () faca
6 retire o primeiro elemento, digamos i, de L
/ para cada arco ij em A(:) faca > ij entraem j
8 sey(y) >yli)+1 >ylj)=n
9 entédo y(j) «— y(i) + 1
10 acrescente j ao final de L
11 devolvay

~ Consumo de tempo: O(n + m) |
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Algoritmo de Dinits
-

DINITS (N, A, u, s, 1)
1 2+0

repita

Az — {1y 2 2(ig) < u(if)}

y < POTENCIAL-OTIMO(N, A;, t)

se y(t) —y(s) < n entao

7 «— PASSO-BLOQUEADOR(N, A;, s, t, %, y)

até que y(t) —y(s) > n

r «— FLUXO(7)

T —{jeN:yQy)—y(s) =n}
devolva x e T J

O© 00 N O 0T b W DN

f|A

Otimizagdo Combinatéria — p.522/588



Invariantes

-

(10) & € um st-pseudofluxo que respeita «

No inicio de cada iteracao das linhas 3-6 vale que:

(i1) y € um 1-potencial (s, x)-0timo no de (N, A;)
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NUmero de iteracoes

o N

Digamos que uma fase do algoritmo € uma execucao das
linhas 3-6.

Fato. O numemo de fases é < n — 1.
Demonstracao (rascunho):

® (N, A;) :=rede residual construida da fase % (linha 3);
® y, := l-potencial (s, x)-0timo obtido na fase £ (linha 4).
Podemos supor que y,(s) = 0.

Parak =1,....,r —1 (r = numero de fases) vale que:
(%) Y1 (B) > y,.(2).
Isto implica que o numero de fases € <n — 1.
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embra da observacao que ajudou?

fPara cada arco ij em A, vale que T

(2A) y,.(7) —y,.(1) < 1seuj € Ay,
(2B) y,.(7) —y,.(1) = =1 seij & Ay;

Demonstracao de (2A) (rascunho).
Segue do fato de y, ser um 1-potencial.

Demonstracao de (2B) (rascunho).

Seij ¢ A, entao ji € A, e ji pertence a um caminho de
iIncremento P utilizado na linha 6 pelo algoritmo
PASSO-BLOQUEADOR durante a fase k.

Logo, y,.(1) =y, (1) =1 =y,(J) —y, (1) = —1.

o |
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Rascunho da demonstracao de (x)

Seja P = (s=ig,i1,iz,...,ig-1,ig = t) UM st-caminho o
minimo em (N, Aj.11).

Temos gue
yk—l—l(t) — |P|
> (Y (1) — yplig=1)) + -+ (y. (1) — y,.(5))
=y (t) — y(s)
= (1),

onde a desigualdade é devida a (2A) e (2B).

Como pelo menos um arco em cada st-caminho minimo
em (N, A;) fol saturado no passo bloqueador e ndo esta

em (N, A,11), entao y, . ,(t) >y, (t) (por (2B)).

|
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Conclusao

O numero de fases do algoritmo DINITS € < n — 1.




Passo blogueador

 PASSO-BLOQUEADOR (N, Ay, s,t, &, y) o
1 B+« 0 > armazena os nos blogueados
2 P« (s)
3 i1+ s
4 enquanto s ¢ B faca
5 se: =t entao
6 (%, Az) — INCREMENTE-FLUXO (&, P, Az, u)
7 P« (s)
8 I« S
9 se algumijem A; éjustoe j ¢ B
10 entao AVANCE(:7)
11 sendo RETROCEDA(7)
12 devolva i |
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Invariantes

-

(1I0) & é um st-pseudofluxo que respeita ;

-

No inicio de cada iteracao das linhas 4-11 vale que:

(1I2) para cada : em B nao existe caminho de : at em
(N, A;) contendo apenas arcos justos (caminho de 7 a ¢
no “grafo em camadas”);

(iI3) P éum caminho de saiem (N, A;);
(14) todos os arcos de P sao justos;

(I5) todos os nos de PP estao em N — B, exceto talvez se
P = (s);

o |
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Avance e retroceda

o ) N

AVANCE (ij)
1 acrescente ¢5 ao final de P
2 1+

RETROCEDA (i)

1 B« BU{i} > noiesta“bloqueado”
2 Sei#s

3 entao remova o ultimo no de P

4 i «— ultimo n6 de P

Consumo de tempo: O(1).

o |
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Algoritmo de Incremento

~ Recebe um st-pseudofluxo i e um caminho de incremento |
P e devolve o pseudofluxo & apds enviar “j unidades de
fluxo através de P’ e 0s arcos que ainda nao estao
saturados.

INCREMENTE-FLUXO (z, P, Az, u)
0 < min{u(ij) — @(ij) : ij € arco de P}
para cada arco ij em P faca

t(17) «— x(ig) + 0

t(j1) «— x(g1) — 0

se 1(ij) = u(ij)

entao A; — A; — {ij}

devolva i e A

OO 01T ~AWN B

LConsumo de tempo: O(|P|) = O(n) J
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Consumo de tempo do passo bloqueador

~ Considere uma execugéo de PASSO-BLOQUEADOR. o

Fato 1. O numero de execucdes de INCREMENTE-FLUXO
e < m.

Demonstracao (rascunho): Em cada execucao pelo menos
um arco € saturado e removido de A,.

Fato 2. O numero de execucdes de RETROCEDA é < n.
0

Demonstracao (rascunho): Em cada execucdo um no é
acrescentado a B e jamais € removido.

Fato 3. O numero de execucdes de AVANCE € < nm.

Demonstracao (rascunho): Hmmm, aqui precisamos pen-
Lsar. .. current-arc data structure. J
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Consumo de tempo do passo bloqueador

-

-

Algoritmo numero maximo | consumo total
de execucoes de tempo
AVANCE < nm O(nm)
RETROCEDA <n O(n)
INCREMENTE-FLUXO <m O(nm)

O consumo de tempo do algoritmo
PASSO-BLOQUEADOR é O(nm) .

|
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Consumo de tempo do Dinits

-

Algoritmo numero maximo | consumo total
de execucoes de tempo

POTENCIAL-OTIMO <n-1 O(n(n +m))

PASSO-BLOQUEADOR <n O(n?m)

O consumo de tempo do algoritmo DINITS e
Of

n’m).

|
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Resumo

O numero de fases do algoritmo DINITS € < n — 1.

O consumo de tempo do algoritmo
PASSO-BLOQUEADOR é O(nm) .

O consumo de tempo do algoritmo DINITS é
O(n?m).

|
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Observacoes

consumo de tempo | consumo
passo blogueador | de tempo
DINITS O(nm) O(n?m)
Karzanov O(n?) O(n?)
Sleator-Tarjan mlogn O(nmlogn)

Karzanov utilizou “pre-fluxos”.

Sleator-Tarjan utilizaram “dynamic-tree data structure”.

Problema: E possivel encontrar um fluxo bloqueador em

tempo O(n +m)?

.

|
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