AULA 17



Fluxo viavel

PF 19.1, 19.2, 19.3, 19.4



Funcao-demanda

~ Uma fungéo-demanda em um grafo (N, A) é qualquer o
funcao que associa um numero inteiro b(i) a cada nd ¢, ou
seja, qualquer funcao

b: N — 7.

N © ~ N
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Fluxos e demandas

~ Um fluxo é uma fungéo de N em Z ... o

Um fluxo = satisfaz uma funcao-demanda b se, para cada
no 1,

e(i) = (i,3) — 2(i,7) = b(3) .

|
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Problema do fluxo viavel

- Problema: Dada uma rede (N, A, u,b) com o
funcao-capacidade « e funcao-demanda b, encontrar um
fluxo que satisfaca b e respeite .

(1) /u(i)

|
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Condicao de viabilidade

~ Dada umarede (N, A, u,b) com fungdo-capacidade e |
funcao-demanda b, se existe fluxo que satifaz b e respeita
u, entao
—u(T,T) < b(T) <u(T,T),

para todo subconjunto 7' de N.

2/7

Q Y
PV §
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Condicao de viabilidade (equivalente)
~ Se existe fluxo que satifaz b e respeita u, entao o
b(N)=0 e bT)<u(T,T),

para todo subconjunto 7' de N.

v(i7)/u(ig)




Teorema de Gale
fSe para todo subconjunto T de N, T
—u(T,T) < b(T) <u(T,T),

entao existe fluxo que satifaz b e respeita u.
u(ij)

|
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Teorema de Gale
fSe para todo subconjunto T de N, T
—u(T,T) < b(T) <u(T,T),

entao existe fluxo que satifaz b e respeita u.

u(ij)

|
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Algoritmo de fluxo viavel

fRecebe uma rede simetrica (N, A, u,b) e devolve um fluxo T
viavel x ou um subconjunto S de N que viola a condicao de
Gale.

FLUXO-VIAVEL (N, A, u, b)
se b(N) # 0 entao devolva N
rT<+—0 e«—0

1

2

3 enquanto existe s em N tal que e(s) > b(s) faca

4 Ay — {ig e A:x(ij) < u(ij)}

5 (y, P) «— CAMINHO(N, A;, s)

6 se existe t tal que y(t) = 0 e e(t) < b(t) entéo

7 INCREMENTE-FLUXO-VIAVEL(u, , Ay, s, t)
8 sendao S «— {i:y(i) =0}

9 devolva S

10 2 « FLUXO(%)

11 devolva z J
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Incremente fluxo viavel

 INCREMENTE-FLUXO-VIAVEL (u, #, Ay, 5, t) o
0 Seja Pumcaminhode satem (N, A;)

01 «— minf{u(ij) — @(ij) : ij € arco de P}
09 «— min{e(s) — b(s),b(t) — e(t)}
0 «— min{dy, 2}
para cada arco ij em P faca
t(1j) «— x(17) + 0
£(g1) «— x(ji) =0

0O N OO O B WDN B

o |
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|nvariantes

-

(i11) e(i) = xz(i,7) — z(1,1), para cada no ;

(12) 2 2ien(b(z) = 1)) = 03

(1I3) x respeita .

Na linha 3 valem as seguintes invariantes:

o |
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Consumo de tempo

O consumo de tempo do algoritmo &
FLUXO-VIAVEL O((n + m)nB).

B :=max{|b(?)| : 2 € N}

Este consumo de tempo nao é polinomial.
Ele é pseudo-polinomial.

|
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Algoritmo fortemente polinomial

~ Um fluxo viavel pode ser encontrado resolvendo-se um |
problema do fluxo maximo em uma rede auxiliar.

u(zy)

o |
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Algoritmo fortemente polinomial

~ Um fluxo viavel pode ser encontrado resolvendo-se um |
problema do fluxo maximo em uma rede auxiliar.
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Algoritmo fortemente polinomial

~ Um fluxo viavel pode ser encontrado resolvendo-se um |
problema do fluxo maximo em uma rede auxiliar.

v(ig)/u(ig)

o




Algoritmo fortemente polinomial

~ Um fluxo viavel pode ser encontrado resolvendo-se um |
problema do fluxo maximo em uma rede auxiliar.

v(ig)/u(ig)




Fluxo viavel de custo minimo

o N

PF 20.1, 20.2, 20.3



Funcao-custo

~ Uma fungéo-custo em um grafo (IV, A) é qualquer fungédo |
gue associa um numero inteiro ¢(ij) a cada arco ij, ou seja,
gualquer funcao

c: A—7.

|
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Fluxos e custos
fO custo de um fluxo = é o nimero i,
cr =Y (c(ij)ax(ij) 1 ij € A) .

Exemplo: um fluxo de custo 2

0/—3 >Q

v(i7)/c(ig)




Problema do fluxo viavel de custo minimo

~ Dada umarede (N, A, u,b,c) com fungdo-capacidade v, |
funcdo-demanda b e funcao-custo ¢, encontrar um fluxo de
custo minimo que satisfaca b e respeite .

u(ig)/e(ig)

7/2

2
\é

|
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E fluxo de custo minimo?

]
x(ig)/ulig)/c(ij)

1/1/2




| ema da dualidade
-

Se r é um fluxo viavel entao
cr > yb — wu.

para qualquer funcao-custo w > 0 e (¢ + w)-potencial .
Chamaremos tal par (y, w) de solucéo dual-viavel.

Consequéncia. Se = € um fluxo viavel tal que cx = yb — wu
para alguma fungao-custo w > 0 e algum (¢ + w)-potencial y
entao x € um fluxo étimo.

o |
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Demonstracao
yb = Zy(i)b()
= Zy — (i, 7))
- Zy )= 2 vli)s
= Zy — Zy 1) (i7)
= Z x(ij)
< Z c(if) + w(ij))z(ij)

=(c+w)r < cr+wu.



Folgas complementares (1)

~ Seja = um fluxo que respeita v. o
Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao complementares se,
para cada arco ij,

~
~

z(ij) > 0= y(j) — y(i
x(ig) <ulig) = y(3) — y(i

~
~
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Folgas complementares (2)

~ Seja = um fluxo que respeita v. o
Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao complementares se,
para cada arco ij,
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