Melhores momentos

AULA PASSADA



Problema do fluxo viavel de custo minimo

~ Dada umarede (N, A, u,b,c) com fungdo-capacidade v, |
funcdo-demanda b e funcao-custo ¢, encontrar um fluxo de
custo minimo que satisfaca b e respeite .

u(ig)/e(ig)
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| ema da dualidade
-

Se r é um fluxo viavel entao
cr > yb — wu.

para qualquer funcao-custo w > 0 e (¢ + w)-potencial .
Chamaremos tal par (y, w) de solucéo dual-viavel.

Consequéncia. Se = € um fluxo viavel tal que cx = yb — wu
para alguma fungao-custo w > 0 e algum (¢ + w)-potencial y
entao x € um fluxo étimo.

o |
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Folgas complementares (1)

~ Seja = um fluxo que respeita v. o
Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao complementares se,
para cada arco ij,

~
~

z(ij) > 0= y(j) — y(i
x(ig) < u(ig) = y(3) — y(i)

Fato. Se = € um fluxo viavel e suas folgas sao
complementares as de algum potencial y entao x é 6timo.
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Folgas complementares (2)

~ Seja = um fluxo que respeita v. o
Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao complementares se,
para cada arco ij,

Fato. Se = € um fluxo viavel e suas folgas sao
complementares as de algum potencial y entao x é 6timo.
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Fluxo viavel de custo minimo

- Problema do fluxo viavel de custo minimo: o
Dados
# uma matriz de incidéncias )/ de um grafo (N, A),
# uma funcao-demanda b (N — Z)
# uma funcao-custoc (4 — Z) e
# uma funcao-capacidade « (A — Z.)
encontrar um vetor x indexado por A que

minimize CI

sob as restricoes Mx = b
x(ij) < wu(ij) paracadaijem A
r(ig) > 0 para cada ij em A.
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Problema dual

o N

O correspondente problema dual é: encontrar vetores y
Indexado por N e w indexado por A que

maximize yb— wu
sob as restricdes  y(j) — y(i) + w(ij)
w(ij)

c(ij) paraij € A,
0 para iy € A.

AVARAV,

o |
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AULA 19



Algoritmo de Klein

PF 22.1, 22.2, 22.3

Cycle Cancelling Algorithm

.



E fluxo de custo minimo?

(i7)/u(ig)/c(i])

LCusto=3><2+1><2+O><1+3><3+1><1:18 J



Rede residual




Ciclo negativo




E fluxo de custo minimo?

(i7)/u(ig)/c(i])

LCusto=3><2+1><2+2><1+1><3+3><1:16 J



Rede residual




Rede residual




E fluxo de custo minimo?

(i7)/u(ig)/c(i])

LCusto:2><2+2><2+2><1+O><3+4><1:14 J



Rede residual
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Folgas complementares

-

Seja = 0 fluxo encontrado.
Seja y 0 potencial encontrado.

Temos as folgas de x e y sdo complementares ja que,
y(J) —y(t) <cij) = x(1j) =0 e
y(J) —y(i) > c(ig) = x(ij) = u(ij) -

Conclusao: = € um fluxo viavel de custo minimo.
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Solucéao dual viavel
2

- x(ij)/u(ij)/C(ij)T
Qgé
0
0 2/2/1 <::> 5
0
Y u\ﬁ"\x

L}m—wu:4x5—2x2—1x2:14 _J



Algoritmo de Klein

 KLEIN (N, 4,u,b,c) o

O©OCoONOO 01 A WDN P

(z,0) «+ FLUXO-VIAVEL (N, A, u, b)
se = hao esta definido
entao devolva T

i +— PSEUDOFLUXO(x)
repita
Ay —{ige A:x(ij) < u(ij)}
(O,y) «— CICLO-NEGATIVO(N, A, c)

se O esta definido
entao & «— BARATEIE-FLUXO(z, O)

ate que O nao esta definido

r «— FLUXO(7)
devolva x e y J
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Barateie fluxo

o N

BARATEIE-FLUXO (z, O)
1 <« min{u(zj) — x(ij) : i € arco de O}

2 para cada arco ij em O faca
3 i(ij) «— (i) + 6

4 i(ji) «— @(ji) — 0

5 devolva 1
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Invariantes

o N

No inicio de cada iteracao do bloco de linhas 6-9 valem as
seguintes invariantes:

(1I0) « é inteiro;
(1) « é satisfaz b;
(12) x respeita .

onde = := FLUXO(z) .

o |
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Correcao
f # Depois da ultima iteracao das linhas 6-9, na linha 11, :I;T
é um fluxo que satisfaz b e respeita ;
# y definido na linha 7 € um c-potencial em (N, A;).
#® Como y € um c-potencial em (V, A;) entao

2(ig) < w(ig) = y(j) —y() < c(ij)
para cada arco ij em A; e portanto y tem folgas
complementares as de z.
# se definirmos w(:j) := max{0,y(j) — y(i) — c(27)}, entao
0 par (y,w) € solucédo dual-viavel tal que

cr = yb — wu .
LConcIusé‘to: o algoritmo devolve um fluxo viavel de custo J

minimo.
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Conclusoes (1)

o N

Os fatos a seqguir s&do conseqguéncias da correcao do
algoritmo KLEIN.

Se (N, A,u,b,c) € um rede com fungcao-capacidade
uwde Aem Z-, funcao-demanda b de N em Z e
funcao-custo c de A em Z que admite um fluxo

viavel, entao existe um fluxo viavel de custo minimo

com valores inteiros.

Se (N, A,u,b,c) e x eum fluxo vidvel de custo
minimo entao existe uma funcao custo w > 0 e um

L (¢ + w)-potencial y tal que cx = yb — wu. J
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Conclusoes (2)

Se x é um fluxo viavel, entao vale uma e apenas
uma das afirmacoes:

® 1 é um fluxo viavel de custo minimo:

#® existe um ciclo de custo negativo na rede
residual.

|
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Teorema do fluxo viavel de custo minimo

o N

Teorema da dualidade. Para qualquer rede
(N, A,u,b,c), se z €um fluxo que satisfaz b, respeita
u € minimiza cx entao existe uma funcao-custo
w > 0 eum (c+ w)-potencial y tais que

cx = yb — wu .

o |
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Consumo de tempo

O numero de execugdes do bloco de linhas 6-9 é o

< 2mUC,

onde U := max{u(ij) : ij € A} e C :=max{|c(ij)| : 1j € A} .

linha consumo de todas as execucoes da linha
1-3 O(n?m)
4 O(m)
6 2mUC O(m) = O(m?*UC)
7 2mUC O(nm) = O(nm?UC)
8-9 2mUC O(n) = O(nmUC")
11-12 O(m)
\_ total  O(nm?UC0) J
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo KLEIN é
O(nm?UC).

Este consumo de tempo nao é polinomial.
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Algoritmo de Jewell

PF 23.1, 23.2, 23.3

Sucessive Least-Cost Augmentating

.



B w(if) fulig))e(if)
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Custo=0x24+0x2+0x1+0x3+0x1=0
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w(if) fulig))e(if)

Custo=0x24+0x2+0x1+0x3+0x1=0
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Rede residual (1)

-
u(ig)/e(ig)

7
Z

2/1 @

NV




Caminho de custo minimo (1)

y(v) =2 ]
u(ig)/e(ig)

7
=
NV

y(s) =0 2/1 @ y(t) =3




(i7)/u(ig)/c(i])

LCustO:Ox2+2><2+O><1+O><3+2><1:6



Rede residual (2)

u(ig)/c(iy)
W\ <
2/1 @
N /
C;/) B\



Caminho de custo minimo (2)

[ y(v) =2 ]
u(ig)/c(ij)
SV <
y(s) =0 2/1 @ y(t) =4
N /
A\
B y(u) =3
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(i7)/u(ig)/c(i])

LCusto:2><2+2><2+2><1+O><3+4><1:14 J



E fluxo de custo minimo?

B w(if) fulig))e(if)

Custo =2x24+2x24+2x14+0x3+4x1=14
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Rede residual

@ u(ig)/c(ij)
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Potencial
y(v) =2
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Folgas complementares

-

Seja = 0 fluxo encontrado.
Seja y 0 potencial encontrado.

Temos as folgas de x e y sdo complementares ja que,
y(J) —y(t) <cij) = x(1j) =0 e
y(J) —y(i) > c(ig) = x(ij) = u(ij) -

Conclusao: = € um fluxo viavel de custo minimo.
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Solucéao dual viavel
2

- x(ij)/u(ij)/C(ij)T
Qgé
0
0 2/2/1 <::> 5
0
Y u\ﬁ"\x

L}m—wu:4x5—2x2—1x2:14 _J



Algoritmo de Jewell

~ JEWEEL (N, A, u,b,c) o

1

© 00 N O O & W DN

10

T—0 e«<—0
enquanto existe s em N tal que e(s) > b(s) faca
Ay —{ige A:x(ij) < u(ij)}
(y, ) < CAMINHO-MINIMO(N, A,, s, )
se existe t em N tal que 7 (t) # NIL € e(t) < b(t)
entdo INCREMENTE-FLUXO-VIAVEL (i, , s, t)
sendo T« {j € N : 7(j) = NIL}
devolva T > conjunto de Gale
r — FLUXO(%)
devolva = e y J
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Incremente fluxo viavel

o N

INCREMENTE-FLUXO-VIAVEL (#, T, s, t)
Seja P o st-caminho determinado por =
0 «— min{u(ij) — x(ij) : 15 € arco de P}
para cada arco ;5 em P faca

i(ij) «— 2(i7) + 0

#(ji) = 2(ji) = 0
(s) —e(s) =0
(t) <« e(t)+ 9

~N O O A WODN BB

€
€
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Algoritmo de Jewell

- JEWEEL (N, A, u,b,c) > ulij) > 0= c(ij) > 0 o

1

O© 00O NO O Ol W WD

N

T—0 e—0 y<0
enquanto existe s em N tal que e(s) > b(s) faca
Ay —{ige A:x(ij) < u(ig)}
¢ «— CUSTO-REDUZIDO (A;,¢,y)
(y/, ) «— DIJKSTRA (N, A,, s, )
se existe t em N tal que 7 (t) # NIL € e(t) < b(t)
entdo INCREMENTE-FLUXO-VIAVEL (&, , s, t)
ye—y+y
sendo T «— {j € N : w(j) = NIL}
devolval” > conjunto de Gale
r — FLUXO(%)
devolva r e y J
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Custo Reduzido
L -

CUSTO-REDUZIDO (A, ¢, y)

1 paracada arcoij em A; faca
2 (ij) — clig) — (y(7) —y(@))
3 devolva ¢

Fato. Qualguer caminho que tem custo minimo em
(N, A, ) também tem custo minimo na rede (N, A, ¢).

o |
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Invariantes (1)

fNo Inicio de cada iteracao do bloco de linhas 6—9 valem asT
seguintes invariantes:

(i1) e(i) = x(7, i) — x(i,7) para cada no i;

(i2) 3,(b(i) — e(1)) = 0; (Supondo que b(N') = 0)

(i3) = respeita w.

(14) #(ij) < u(ij) = y(j) — y(i) < c(ij) para cada arco ij.
(i4) y € um c-potencial no grafo (N, A;).

(14) nao existe ciclo de custo negativo na rede (N, A;, c).

Londe r = FLUXO(Z) . J
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Invariantes (2)

-

(15) = € um fluxo de custo minimo que satisfaz ¢(i) e
respeita .

De (i1), (13) e (14) segue gque

o |
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Consumo de tempo

O numero de execugdes do bloco de linhas 2-8 é o
< nb,

onde B := max{|b(:)|: 1 € N} .
linha consumo de todas as execucoes da linha

1 O(n +m)

2 nB O(n) = O(n*B)
3 nB O(m) = O(nmB)
4 nBO(n?) = O(n°B)
5-8  nBO(n) = 0(n?B)
9-10 O(m)

L total O(n?B) J
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo JEWEEL é
O(n°B).

Este consumo de tempo nao é polinomial.

o |
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Unimodularidade

CCPS 6.5



Regra de Cramer

o N

Seja B uma matriz indexada por M/ x M tal que det(B) # 0.

Se b € um vetor indexado por )/ entdo a unica solucao do
sistema de equacoes

Bxr =50
é dada por
B det(Bj)
~ det(B)

onde B; & a matriz obtida de B substituindo a coluna ; de
B por b.

Lj

o |
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Consegliencia

Se B é uma matriz indexada por M/ x M tal que
det(B) € +1 ou —1 e b € um vetor inteiro indexado
por )/ entdo a unica solucao do sistema de
equacoes

Br =5

e inteira.

|
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Unimodularidade

o N

Um matriz inteira A de “posto pleno” € unimodular se o
determinante de cada base de A é +1 ou —1.

Se A é uma matriz unimodular entao o sistema de
equacoes

Ar =0

tem uma solucao basica inteira para cada vetor
Inteiro b.

o |
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Unimodularidade total

o N

Uma matriz é totalmente unimodular se o determinante de
gualguer de suas submatrizes € 0, —1 ou +1.

Se M é uma matriz de incidéncias, entao M/ é
totalmente unimodular.

Demonstracao: Por inducao na dimensao da submatriz. ..

o |
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