Melhores momentos

AULA PASSADA



Problema do fluxo viavel de custo minimo

~ Dada umarede (N, A, u,b,c) com fungdo-capacidade v, |
funcdo-demanda b e funcao-custo ¢, encontrar um fluxo de
custo minimo que satisfaca b e respeite .

u(ig)/e(ig)
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Klein: é fluxo de custo minimo?

o B
x(ig)/u(ig)/c(ij)

{_}Mﬁ0:3x2+1x2+0x1+3x3+1x1:18 _J



Klein: rede residual

I
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Klein: ciclo negativo

I
i) ei)




Custo minimo e ciclo negativo

Se x é um fluxo viavel, entao vale uma e apenas
uma das afirmacoes:

® 1 é um fluxo viavel de custo minimo;

# existe um ciclo de custo negativo na rede
residual.

Se r € um fluxo viavel, entao vale uma e apenas
uma das afirmacoes:

#® existe uma “certa” funcao potencial y na rede
residual;

#® existe um ciclo de custo negativo na rede J
residual.
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| ema da dualidade
-

Se r é um fluxo viavel entao
cr > yb — wu.

para qualquer funcao-custo w > 0 e (¢ + w)-potencial .
Chamaremos tal par (y, w) de solucéo dual-viavel.

Consequéncia. Se = € um fluxo viavel tal que cx = yb — wu
para alguma fungao-custo w > 0 e algum (¢ + w)-potencial y
entao x € um fluxo étimo.

o |

Otimizagdo Combinatéria — p.790/831



Folgas complementares (1)
~ Seja = um fluxo. -

Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao complementares se,
para cada arco ij,

~
~

z(ij) > 0= y(j) — y(i
x(ig) < u(ig) = y(3) — y(i)

Fato. Se = € um fluxo viavel e suas folgas sao
complementares as de algum potencial y entao x é 6timo.

o |
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Folgas complementares (2)
~ Seja = um fluxo. -

Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao complementares se,
para cada arco ij,

Fato. Se = € um fluxo viavel e suas folgas sao
complementares as de algum potencial y entao x é 6timo.

o |
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Fluxo viavel de custo minimo

- Problema do fluxo viavel de custo minimo: o
Dados
# uma matriz de incidéncias )/ de um grafo (N, A),
# uma funcao-demanda b (N — Z)
# uma funcao-custoc (4 — Z) e
# uma funcao-capacidade « (A — Z.)
encontrar um vetor x indexado por A que

minimize CI

sob as restricoes Mx = b
x(ij) < wu(ij) paracadaijem A
r(ig) > 0 para cada ij em A.

o |

Otimizagdo Combinatéria — p.793/831



Problema dual

o N

O correspondente problema dual é: encontrar vetores y
Indexado por N e w indexado por A que

maximize yb— wu
sob as restricdes  y(j) — y(i) + w(ij)
w(ij)

c(ij) paraij € A,
0 para iy € A.

AVARAV,

o |
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Jewell: rede

(i7)/u(ig)/c(i])

LCustO:Ox2+2><2+O><1+O><3+2><1:6



Jewell: rede residual

-
u(ig)/c(ij)
Y <
2/1 @
2 /
Q
a



Jewell: caminho de custo minimo

[ y(v) =2 ]
u(ig)/c(ij)
SV &
y(s) =0 2/1 @ y(t) =4
N /
o\
B y(u) =3
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Jewell: rede

(i7)/u(ig)/c(i])

LCusto:2><2+2><2+2><1+O><3+4><1:14 J



Algoritmos

~ ® KLEIN: mantém um fluxo que respeita v e satisfazbe |
em cada iteracao procura ciclos negativos.

# JEWEEL: mantem um fluxo que respeita « e tem custo
minimo (dentre as fluxos que respeita « e satisfazem ¢)
e em cada Iiteracao procura um caminho de incremento

de custo minimo.

Algoritmo | consumo de tempo

KLEIN O(nm?UC)
JEWEEL | O(n’B)

o |
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Algoritmo Cost Scaling

PF 24.1, 24.2, 24.3



Folgas complementares
~ Seja = um fluxo. -

Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao complementares se,
para cada arco ij,

Fato. Se = € um fluxo viavel e suas folgas sao
complementares as de algum potencial y entao x é 6timo.

o |
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-

Folgas e-complementares (1)

-

Seja = um fluxo.
Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao e-complementares se,
para cada arco ij em A,

y(i) —y(i) < c(ij) +e.

|
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Folgas e-complementares (2)

o N

Seja = um fluxo.
Seja y um potencial.

Diremos que as folgas de = e y sao e-complementares se,
para cada arco ij em A,

y(7) —y(t) <clij) —e=a(ij) =0 e
y(7) = (i) > c(ig) + € = w(ij) = ul(ig) -

o |
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Folgas e-complementares e ciclos (1)

~ Fato. Seja = um fluxo e y um potencial. Se as folgas de z e |
y Sa0 e-complementares, entao

c(0O) > —en
para todo ciclo O na rede residual (/NV, Az)

Demonstracao (esboco)

c(0) =) (c(ij) : ij é arco de O)

=D _(c(wg) = (y(j) —y(2)) : ij € arco de O)

o |
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Folgas e-complementares e ciclos (2)

~ Consequéncia. Seja = um fluxo viavel, y um potencial e
e < 1/n. Se as folgas de = e y s&o e-complementares entao,
r € um fluxo viavel de custo minimo.

Demonstracao (esboco) Para todo ciclo O na rede residual
(N, A;) vale que

c(O) > —en
> —(1/n)n
= —1.

Como c¢(ij) € um numero inteiro para cada ij,
c(0)>0.
Lpara todo ciclo O na rede residual. J
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Algoritmo Cost-Scaling

~ COST-SCALING (N, A, u,b,c))

(z,T) « FLUXO-VIAVEL (N, A, u,b)
se = hao esta definido
entao devolva T’

y 0
e «— C
enquanto ¢ > 1/n faca
se y(j) — y(i) < c(ij)
entao z(ij) « 0
sendo se y(j) — y(i) > c(ij)
entao = (ij) < u(ij)
PREFLOW-PUSH (N, A, u, b, ¢, x,y)
€ €/2

devolva z

|
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Invariantes (1)

-

(11) x respeita u;

-

Na linha 6, antes do “enquanto ¢ > 1/n ...", vale que:

(12) x satisfaz b;

(13) y(j) —y(i) < c(ij) — e = x(ij) = 0 para cada arco ij; e

(i4) y(7) — y(i) > c(ij) + e = x(i7) = u(ij) para cada arco ij.

(1I3)+(i4) € 0 mesmo gue
r e y tém folgas e-complementares.

o |
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Invariantes (2)

o N

Na linha 11, antes da execucao do PREFLOW-PUSH,, vale
gue:

(I5) x respeita u; e
(16) = e y tem folgas O-complementares.

Veremos que na linha 12, antes da execucgao do “c « ¢/2”,
vale que:

(17) x respeita u;
(18) x sastisfaz b; e

(19) = e y tem folgas ¢/2-complementares.

o |
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NUmero de iteracoes

-

O numero de iteragOes da linhas 6-12 é < 1 + |1g(nC')].

Se i € o numero de iteracbes das linhas 6-12, entao
C/2t > 1/n > C/2"

e portanto

1 +1g(nC) >k > lg(nC) .

o |
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Consumo de tempo

-

O consumo do algoritmo PREFLOW-PUSH, é O(n?m) .

O consumo de tempo do algoritmo COST-SCALING
é O(n*mlg(nC)).

Este consumo de tempo é polinomial.

|
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Algoritmo Preflow-Push,

~ PREFLOW-PUSH, (N, A, u,b,u,z,y) o
0 PRE-PROCESSAMENTO(7)

1 enquanto e(:) > b(:) para algum ; faca

2 A(x) «—{ije A:x(i7) < u(ij)}

3 se algum ij em A; (i) é justo

4 entao PUSH(:7)

5 senao RELABEL, (7)

6

7

T FLUXO(:T:‘)
devolva »

Aqui, diremos que um arco ij é justo se

. () = y(i) > elis) . N
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Preé-processamento

 PRE-PROCESSAMENTO (z)

1 &0

2 e+ 0

3 paracada:j em A faca
4 (i) — (i)

5 2(ij) — —x(2j)

6 e(g) — e(g) + x(ij)
7 e(1) «— e(i) — (i)

Consumo de tempo: O(n + m).



Push

 pusH )
1 0« min{e(i), ( 7) —2(ij))}
2 @(ij) « x(ig) +
3  Z(ji) «— 2(jyu) —
4 e(i) —e(i) =9
5 e(j)—e(j)+9

Consumo de tempo: O(1)

.



-

Relabel.

RELABEL, (i)
1 y(i) < y(i) —¢/2

Consumo de tempo: O(1)

> y(i) decresce



Invariantes

fNa linha 1, antes do “enquanto ¢(:) > 0 ..." vale que T
(110) = = FLUXO(x) € um pré-fluxo;
(i111) e(i) = @(i,1) — @(i,7) para cada i em N;
(112) x respeita u;

(1I13) y € um potencial em (N, A;) tal que

y(J) —y(i) < cij) +€/2;
(1I14) se e(z) > b(i) entdo existe um no s com e(s) < b(s) e um
caminhode i a sem (N, A;);
(115) se
B = {1y € Az 1 y(g) —y(t) > c(ij)},
L entao arede (N, B) é aciclica. J
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Demonstracao de (i113)

~ Noinicio da 1a. iteragéo, para cada arco ij em A; o

y(J) —y(i) < clij) < c(ij) +¢/2.
Consideremos agora o efeito de uma iteracao.

Caso 1. A iteracao realizou PUSH(ij)
O arco ij € justo e portanto

y(7) —yli) > c(ig) .

Logo, para o arco j: que apos a iteracao faz parte da rede
residual, temos que

y(i) —y(y) = —(y(j) — y(2))
B < —c(ij) N
< c(gi)+€/2.

= (1)
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Demonstracao de (i113)

~ Caso 2. A iterag&o realizou RELABEL. (/) o
Seja y' a funcéo potencial apos a iteracao.
Para cada arco da forma 5 temos gue
y(J) —yli) < clig) -
Assim, para todo arco da forma i; vale que
y'(7) = y'(0) = y(j) — (y(i) —¢/2)
y(J) —yli) +¢/2
<c(ij)+¢€/2.

o |
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Demonstracao de (i113)

~ Caso 2. A iterag&o realizou RELABEL. (/) o
Seja y' a funcéo potencial apos a iteracao.
Para cada arco da forma j: temos gue

y(i) —y(j) < c(ji) +¢/2.

Logo, para todo arco da forma j: vale que
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Demonstracao de (i115)

~ Noinicio da 1a. iterag&o, para cada arco B =0 . o
Consideremos agora o efeito de uma iteracao.

Caso 1. A iteracao realizou PUSH(ij)
O arco ij é justo e portanto
y(7) —y(1) > c(ig) -

Assim, para o0 arco ji: que apos a iteracao faz parte da rede
residual, temos que

y(1) —y(g) = —(y(J) —y())
< —c(1])
= c(J1) .

LLogo, 47 NA0 é justo. J
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Demonstracao de (i115)

~ Caso 2. A iterag&o realizou RELABEL. (/) o
Seja y' a funcéo potencial apos a iteracao.
Para cada arco da forma j: temos gue

y(i) —y(j) < c(ji) +¢/2.

Logo, para todo arco da forma j: vale que

Logo, nenhum arco da forma j: € justo e portanto nao ha

ciclo que contém i.
- |
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NUmero de iteracoes

~ Fato 0. Para cada n6 i, RELABEL() é executado < 3n |
vezes.

Fato 1. O algoritmo RELABEL é executado < 3n? vezes.

PUSH (z5) € saturante se z(ij) = u(ij) ap0s a execucao.

Fato 2. Um PUSH saturante é executado < (3/2)nm vezes.

Demonstracéo (rascunho): Entre duas execucdes de um
PUSH saturante de um arco ij o valor de y(;j) diminui de
pelo menos «.

Fato 3. Um PUSH né&o-saturante é executado < 3n?(m + 2)
vezes.

o |
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NUmero de iteracoes

fFato 3. Um PUSH néo-saturante é executado < 3n?(m + 2).T

Demonstracao (rascunho): B := {ij : y(j) — y(i) > c(ij)}.
Invariante (i15) = (N, B) é rede aciclica.

Seja h(i) = numero de nds acessiveis a partir de : em
(N, B) .

Considere o valor de
O:=N (h(i):i €N e e(i)>b(i)).

® E evidente que @ > 0 no inicio de cada iteracéo.
# No inicio da primeira iteracao ©® = n .

o |
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NUmero de iteracoes

o N

Sejam ¢ e 5, 0 valor de ¢ no inicio de duas iteracoes
consecutivas.

Se na iteracao é executado um:

® RELABEL = &9 = &1 + n.

® PUSH saturante = &9 < &1 +n

® PUSH nao-saturante = ¢y < &7 — 1

Como no inicio da ultima iteracao ¢ = 0, entdo 0 nimero de
execucoes de um PUSH nao-saturante e

< n+3n%+(3/2)n*m < 3n%(m +2) .

o |
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Consumo de tempo

Algoritmo numero maximo | consumo total
de execucoes de tempo
RELABEL < 3n? O(n?)
PUSH saturante < (3/2)nm O(nm)
PUSH ndo-saturante | < 3n?(m + 2) O(n?m)

O consumo de tempo do algoritmo
PREFLOW-PUSH, é O(n?m).

|
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