Melhores momentos

AULA PASSADA



Custo medio de um ciclo

~ Dada uma rede (N, A, ¢) com fung&o-custo c, o custo médio |
de um ciclo O é o numero

c(0)

u(O)

%

|
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Custo medio de um ciclo

~ Dada uma rede (N, A, ¢) com fung&o-custo c, o custo médio |
de um ciclo O é o numero
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u(O)

(i)

custo medio = —1/3
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Problema do custo médio minimo

~ Dada uma rede (N, A, ) encontrar um ciclo de custo médio |
minimo.

ps(c) == min{c|(00‘) : O € um ciclo}
c(25)
ps(c) = —1




Algoritmo Min-Mean-Cycle-Value

~ MIN-MEAN-CYCLE-DYN-PROG (N, A, ¢) o
1y — MIN-MEAN-CYCLE-VALUE(N, A, ¢)

(O, y) «— CICLO-NEGATIVO(N, A, c — u)

Al {ij 1 y(G) —y(i) = c(ij) — p}

(O, y) «— DAG(N, A"

devolva O’

o B~ W DN



Simulacao




1

po— —1

Simulacao




.

2
2

Simulacao

!
O——=

para cada :; faca
(ij) — clig) — p



Simulacao

2 {0,y) — CICLO-NEGATIVO(N, A, )

.



Simulacao

, Q Ql c(25)

/ M*(Cl) =0
3




.

A4

Simulacao

(0',y) — DAG(N, A')



Consumo de tempo

O consumo de tempo do algoritmo

MIN-MEAN-CYCLE-DYN-PROG é O(nm) mais 0

consumo de tempo do algoritmo
MIN-MEAN-CYCLE-VALUE.

|
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AULA 22



Ciclo de Custo Medio Minimo
- -

PF 25.2



Algoritmo de Karp

~d[k, j] == custo minimo de um passeio com exatamente & |
arcos e tem ponta final ;.

Logo, d|0,j] =0¢e
dlk+1,j] = min(d|k, 1] + c(ig) : 1j € A)

parak=0,1,...

Teorema. O custo médio minimo de um ciclo é

0< k< —1}
n —k ==

min max
J

LDemonstragéo (esboco). Podemos supor que p.(c) = 0. J
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Demonstracao (1)

~ Parte 1. Para todo j existe / tal que o
d[n, g} —d[k, j] =2 0 = p«(c) .
Demonstracao (esboco) Seja
P={ig,i1,... iy =0y, 8 =14,... 0 =])

passeio tal que ¢(P) = d|n, j].

O passel PP pode ser decomposto em um passeio com,
digamos, £ arcos

Pl ={ig,... ip=1i="1,... 0n=7])

e um ciclo
O'={i=1ip,...,1=1) .

|
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Demonstracao (2)

~ Temos que

Portanto, min max... > 0 = u.(c).



Demonstracao (3)

~ Parte 2. Existe j tal que para todo / vale que o

Demonstracao (esboco) Seja O = (i = ig,i1,...,% =) UM
ciclo de custo 0.

Seja r tal que

d|r,t] = min{d|k,i| : k =0,1,...}
Podemos supor que n —t < r < n.
Tome j :=i,_, € sejam

Pi={i=1ip,i1,....5) € Q :={j,... ir =i).

o |
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Demonstracao (4)

-

Para todo 4 vale que

dlk, j] + (@) = d[k + |Q, i¢]
> d|r, 1]

Logo, para todo . tem-se que

dn, j] — dlk, j] < c(P) + (@) = ¢(0) = 0.

Portanto, minmax... < 0 = pu(c).

.



Algoritmo Min-Mean-Cycle-Value

~ MIN-MEAN-CYCLE-VALUE (N, A, ¢) o

1

© 00O ~NO O B~ WNDN

=
()

L

para cada: em N faca
d|0,7] < 0
para ik «— 0 até n — 1 faca
para cada j em N faca
dlk+1,7] « o0
para cada ij em A faca
dlk 4+ 1, 7] < min{d|k + 1, j], d[k,i] + c(ij) }
para cada j em N faca

mlj| «— max{d[n"ﬂ:i[k’ﬂ hkeld..n— 1]}

p—min{mlj| : j € N}
devolva u J
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Consumo de tempo

O consumo de tempo do algoritmo
MIN-MEAN-CYCLE-VALUE é O(nm).

O consumo de tempo do algoritmo
MIN-MEAN-CYCLE-DYN-PROG é O(nm).

|
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Algoritmo Min-Mean-Klein
- -

PF 25.3, 25.4



Rede e fluxo viavel

(i7)/u(ig)/c(i])

LCusto=3><2+1><2+O><1+3><3+1><1:18 J



Rede residual




Ciclo de custo médio minimo

custo médio = —1/2




Rede e fluxo viavel

(i7)/u(ig)/c(i])

LCusto:2><2+2><2+O><1+2><3+2><1:16 J



Rede residual




Ciclo de custo médio minimo

- o
@ custo médio = —1/3

W B
A\
o
9 /
q)
B\



Rede e fluxo viavel

(i7)/u(ig)/c(i])

LCusto:2><2+2><2+2><1+O><3+4><1:14 J



Rede residual

@ u(ig)/c(ij)

N A 2y
YV /q)
2\
(9
%
\9 p
N
A\




Potencial

A 2y
C))
Y
2/—1
<
AN 9 p
N
A\

u(zg)/c(ig)



Folgas complementares

-

Seja = 0 fluxo encontrado.
Seja y 0 potencial encontrado.

Temos as folgas de x e y sdo complementares ja que,
y(J) —y(t) <cij) = x(1j) =0 e
y(J) —y(i) > c(ig) = x(ij) = u(ij) -

Conclusao: = € um fluxo viavel de custo minimo.

o |
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Solucéao dual viavel
2

- x(ij)/u(ij)/C(ij)T
Qgé
0
0 2/2/1 <::> 5
0
Y u\ﬁ"\x

L}m—wu:4x5—2x2—1x2:14 _J



Algoritmo de Min-Mean-Klein

~ MIN-MEAN-KLEIN (N, A, u,b, c) o
(z,T) « FLUXO-VIAVEL (N, A, u,b)
se xr nao esta definido

entao devolva T

& «— PSEUDOFLUXO(z)

repita
Ay —{ige A:x(ij) < u(ij)}
(O, y) «+ CICLO-NEGATIVO(N, A,, ¢)
se O esta definido

entao O <+ MIN-MEAN-CYCLE(N, A, ¢)
i «— BARATEIE-FLUXO(z O)

ate gue O nao esta definido

r «— FLUXO() J

devolva r e y

OQCOWoONOO O & WNPE

=
-

-
N
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Barateie fluxo

o N

BARATEIE-FLUXO (z, O)
1 <« min{u(zj) — x(ij) : i € arco de O}

2 para cada arco ij em O faca
3 i(ij) «— (i) + 6

4 i(ji) «— @(ji) — 0

5 devolva 1

o |
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Invariantes

o N

No inicio de cada iteracao do bloco de linhas 6-9 valem as
seguintes invariantes:

(1I0) « é inteiro;
(1) « é satisfaz b;
(12) x respeita .

onde = := FLUXO(z) .

o |
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Observacao

O algoritmo EDMONDS-KARP para encontra um fluxo |
maximo pode ser “visto” como uma aplicacao do algoritmo
MIN-MEAN-KLEIN.

EDMONDS-KARP (N, A, u, s, 1)

b(s) «— —valor b(t) < valor

1 A — AU {ts}

2 paracadaij em A’ faca

3 c(ij) =1 u/(ij) < uij)
4 paracadai:em N faca

5 b(i) < O

6 c(ts) « —oc u'(ts) «— oo

7

8

(z,y) — MIN-MEAN-KLEIN(N, A", /. b, ¢)
devolva z e y J
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NUmero de iteracoes

z;, := fluxo viavel no inicio da iterac&o / (linha 5) o

(N, A;) := rede residual construida da iteragao £
(linha 6);

0, := ciclo de custo médio minimo obtido na iteracéo £
(linha 9);

o, := — custo meédio minimo de um ciclo (N, A, c)
(= — custo medio de O),);

o, € 0 menor valor para o qual existe uma fungao
potencial y, tal que

Yi(J) =y () < elig) + ay

para cada arco ij em (N, A, ¢);

|
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NUmero de iteracoes

7 :=ndmero de iteragdes
Fato 1. Para ik =1,...,r, existe i em O,. tal que
ij & Op .
para todo i > k4 2nm|lnn] .

Fato 2. Parak =1,...,r — 1 vale que

A1 S O -

Fato 3. Parak=1,....,r —m — 1 vale que

Wy, < (1 =1/n)cy, .
a

|

Otimizagdo Combinatéria — p.877/899



Conclusoes

O algoritmo MIN-MEAN-KLEIN faz ndo mais que
4nm?[Inn] iteragoes.

O consumo de tempo do algoritmo
MIN-MEAN-KLEIN é O(n?m?’lgn) .

Este consumo de tempo é fortemente polinomial.

o |
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Simplex para redes



Estruturas arboreas

Uma estrutura arbérea num grafo (N, A) € uma triparticio |
T,L,U de Atal que (N,T) € uma arvore.

T, LU

O >

|
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Estruturas arbdreas e potenciais (1)

~ Suponha que 7', L, U/ é uma estrutura arbérea de (N, A,c). |

Dizemos que uma funcao potencial y € determinada por
T, cse, paracadaij emT,

y(7) —y(i) = c(ig) -
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Estruturas arbdreas e potenciais (1)

~ Suponha que 7', L, U/ é uma estrutura arbérea de (N, A,c). |

Dizemos que uma funcao potencial y € determinada por
T, cse, paracadaij emT,

y(7) —y(i) = c(ig) -

_1O
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Estruturas arbdreas e potenciais (2)

~ Quantas fungBes potenciais determinadas por 7', c o

existem? Em geral muitas! Essencialmente umal!

" Q)




Estruturas arboreas e fluxos (1)

~ Suponha que = é um fluxo que respeita «. o
Uma estrutura arboérea 7', L, U esta associada ao fluxo = se

ije L = x(ij) =0

ij €U = x(15) = u(ig)

Logo, todo arco ij tal que 0 < z(ij) < u(ij) estaem T.

Nao e verdade que existe uma estrutura arbdrea associada
a qualquer fluxo que respita .

Um arco ;5 tal que 0 < x(i7) < u(ij) € dito livre.

Um fluxo é aciclico se o conjunto de seus arcos livres &
aciclico.

Um fluxo é degenerado se algum arco em 7" nao é livre. J
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Estruturas arboreas e fluxos (2)

- Eis um exemplo de uma estrutura arbérea 7', L, U o
associada a um fluxo z.

(1) /u(ij)




Estruturas arbdreas e fluxos (3)

- Eis um exemplo de fluxo que ndo possui uma estrutura |
arborea 7', L, U associada.

(27)/u(ij)




Estruturas arbodreas e fluxos (4)

~ Fato. Se = é um fluxo vidvel, entdo existe um fluxo viavel |
aciclico 2/ tal que ¢z’ < cz. A demonstracéo € algoritmica.

FLUXO-ACICLICO (N, A, u, ¢, )
1 repita

Al —{ije A:0<z(iy) <u(ij)}
O «— PSEUDO-CICLO(N, A")
se O esta definido
se c(0) >0
entao O «— “pseudo-ciclo reverso de O”
r «— BARATEIE-FLUXO(z, O)
ate que O nao esta definido

© CO~NOUITPhWDN

devolva z

o |
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Baratelie fluxo (esboco)

~ Recebe um fluxo = que respeita « e um pseudo-ciclo de |
custo nao-negativo O e devolve o fluxo = apos enviar “)
unidades de fluxo através de O”.

BARATEIE-FLUXO (z, O)

51 « min{x(ij) : ij € arco de O}

5y « min{u(ij) — x(ij) : ij é arco de O}

0 < min{dy, 02}

para cada arco ij em O faca

seijec O

entdo =(ij) «— z(ij) + 0
sendo z(ij) « x(ij) — o

~No o1 A~ WODN -

devolva » J

fOO
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