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Sistemas lineares

-

Problema: encontrar =1, x9, . . ., x, satisfazendo
aj1r1 + apry + - 4+ apwr, = [Ji;
as1r1 + agery + - 4+ aspxn, = o
am1T1 + amar2 + -+ GmnTn = Om.

Em forma matricial: encontrar » satisfazendo

Ax = b.

o -
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Sistemas lineares

-

Exemplo:
201 + 3x9 + 2x3 + Oxy = 21
loy + 229 + lxg + 4oy = 12
3r1 + bx9 + 4dxg + 1024 = 37

Em forma matricial:

(23 2 6 [ 21 |
1 21 4 |z=1 12
'3 5 4 10 37
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Problema

o .

Problema de decisao: dada uma matriz A e um vetor b,
existe solucao para o sistema linear Az = b?
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Problema

o .

Problema de decisao: dada uma matriz A e um vetor b,
existe solucao para o sistema linear Az = b?

Usando eliminacao gaussiana, pode-se demonstrar que:

Se sim, existe x tal que Az = b.
Se nao, existe y tal que yA =0 e yb #£ 0.
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Problema

o .

Problema de decisao: dada uma matriz A e um vetor b,
existe solucao para o sistema linear Az = b?

Usando eliminacao gaussiana, pode-se demonstrar que:

Se sim, existe x tal que Az = b.
Se nao, existe y tal que yA =0 e yb #£ 0.

Para ambas as respostas existe um certificado.

o -
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Geometricamente




Certificado

-

21

Exemplo 1:
2 32 6 i
1 2 1 4 |z=] 12
3 5 4 10 | 37




-

Exemplo 1:

Certificado de sim:

W = Do
ot DN W

W = Do

NG

Tt DN W

3/2

Certificado

21
12
37

21
12
37
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Exemplo 2:

I 1
O O DN

Certificado

W Ot =
N =~
w = DO
L ]
&
|
[S—




-

Certificado de nao:

.

Exemplo 2:

2 -1 1]

O O DN

W ot =

Certificado

O O DN

N B~ =

W Ot =

Lo J O

N =~
W 1 O

0
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Resumindo

-

Dados:
matriz A e vetor b.
Encontrar:

solucao para Ax = b
ou certificado de inexisténcia.
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Resumindo

-

Dados:
matriz A e vetor b.
Encontrar:

solucao para Ax = b
ou certificado de inexisténcia.

Este problema pode ser resolvido em tempo polinomial.
(ex: eliminacao gaussiana)

Sistemas Lineares Diofantinos — p.8/6:



Resumindo

-

Dados:
matriz A e vetor b.
Encontrar:

solucao para Ax = b
ou certificado de inexisténcia.

Este problema pode ser resolvido em tempo polinomial.
(ex: eliminacao gaussiana)

O que acontece se exigirmos que a solucao seja inteira?

o -
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Sistemas lineares diofantinos

o .

Dados:
matriz A e vetor b.
Encontrar:

solucao inteira para Az = b
ou certificado de inexisténcia.
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Sistemas lineares diofantinos

o .

Dados:
matriz A e vetor b.
Encontrar:

solucao inteira para Az = b
ou certificado de inexisténcia.

Muitas vezes existe solucao, mas nao solucao inteira.

o -
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Sistemas lineares diofantinos

o .

Dados:
matriz A e vetor b.
Encontrar:

solucao inteira para Az = b
ou certificado de inexisténcia.

Muitas vezes existe solucao, mas nao solucao inteira.

Um algoritmo gue é capaz de encontrar uma solucéo pode
nao ser capaz de encontrar uma solucao inteira, mesmo
gue ela exista. (ex: eliminacao gaussiana)

o -
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Sistemas lineares diofantinos

fExemplol: T
2 32 6 | 21 |
1 2 1 4 |z=] 12
3 5 4 10 | 37




-

Exemplo 1:

W = Do
Tt DN W
I e\ )

R == Do
Tt DN W
NG

NN

2

4
3/2

21
12
37

Solucao obtida com eliminacao gaussiana:

21
12
37
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Exemplo 1:

W = Do
Tt DN W
I e\ )

Existe solucao inteira:

SR N
TN W
NGNS

— R =D
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21
12
37

21
12
37
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Sistemas lineares diofantinos

Exemplo 2:

| |
N W =~

N =~ &~

Lo W W

—_ =
Q0

p—
DO
l

Qo
I

orh

11

-



-

Exemplo 2:

DN W >
DN =~ =
Lo W W

p—
00

N W

N = =

v W W
—
Q0

p—t
(N

RS
I3
12

1
3/2
2/3

0

12
11

Solucao obtida com eliminacao gaussiana:

12
11
7
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Sistemas lineares diofantinos

Exemplo 2:
4 4 3 18
3 4 3 18
2 2 3 12

Nao existe solucao inteira:

Como ter certeza disso?

12
11
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Pergunta

o .

Dado um sistema linear Ax = 6/ que nao admite solucao
Inteira, existe algum certificado de inexisténcia?
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Caso particular

Vamos considerar uma unica equacao:

oa1x1 + asxo + - - + apry, = .



Fato 1

a1T1 + aoxg + -+ -+ apry =

admite solucao inteira se e somente se

(viar)x1 + (y22)we + -+ - + (V) Tn = V15,

onde V1,725 Yns Y € {_|_17 _1}’
tambéem admite solucao inteira.
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Fato 1

a1T1 + aoxg + -+ -+ apry =

admite solucao inteira se e somente se

(viar)x1 + (y22)we + -+ - + (V) Tn = V15,

onde V1,725 Yns Y € {_|_17 _1}’
tambéem admite solucao inteira.

Conclusao 1: podemos supor valores nao-negativos.

o -
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Fato 2

a1T1 + aoxg + -+ -+ apry =

admite solucao inteira se e somente se

(0ar)xr + (da)xg + -+ - + (0o )xy = 03

tambéem admite solucao inteira.
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Fato 2

a1T1 + aoxg + -+ -+ apry =

admite solucao inteira se e somente se

(0ar)xr + (da)xg + -+ - + (0o )xy = 03

tambéem admite solucao inteira.

Conclusao 2: podemos supor valores inteiros.

o -
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Candidato a certificado de inexisténcia

-

-

Se d divide a1, as ..., o, mas nao divide j, entao

a1 2 ap P
dflfl—l—dflfz—l— + d:lfn—d

nao admite solucao inteira. Mas isso implica que

111 + oxg + -+ apxy = 0

também n&o admite solucao inteira.
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Candidato a certificado de inexisténcia

-

.

Se d divide a1, as ..., o, mas nao divide j, entao

a1 2 ap P
dflfl—l—dflfz—l— + d:lfn—d

nao admite solucao inteira. Mas isso implica que

111 + oxg + -+ apxy = 0

também n&o admite solucao inteira.

-

Exemplo: 24z + 4x9 + 3823 + 1624 = 143
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Candidato a certificado de inexisténcia

-

Se d divide a1, as ..., o, mas nao divide j, entao

a1 2 ap P
dflfl—l—dflfz—l— + d:lfn—d

nao admite solucao inteira. Mas isso implica que

111 + oxg + -+ apxy = 0

também n&o admite solucao inteira.

-

Poderiamos obter esse certificado em qualquer caso?

.
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Caso particular do caso particular

o .

Vamos considerar uma unica variavel:

11 — ﬁ



Caso particular do caso particular

o .

Vamos considerar uma unica variavel:

11 — ﬁ

Caso 1: (#/a; € inteiro.
Nesse caso, z; := (#/«a; € uma solucgao inteira.

Caso 2: /a1 néo é inteiro.
Nesse caso, d := oy divide vy mas nao divide £.
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Caso particular do caso particular

o .

Vamos considerar uma unica variavel:

11 — ﬁ

Caso 1: (#/a; € inteiro.
Nesse caso, z; := (#/«a; € uma solucgao inteira.

Caso 2: /a1 néo é inteiro.
Nesse caso, d := oy divide vy mas nao divide £.

Em tempo polinomial, podemos encontrar uma solucao
Inteira ou um certificado de inexisténcia nesse caso.
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Voltando ao caso menos particular

o .

Decidir se existem inteiros x1, zo, . .., x, Satisfazendo

oa1x1 + asxo + - - + apry, = .



Voltando ao caso menos particular

o .

Decidir se existem inteiros x1, zo, . .., x, Satisfazendo

oa1x1 + asxo + - - + apry, = .

ldéia: tentar reduzir o problema ao caso facil

11 — ﬁ

Sistemas Lineares Diofantinos — p.21/6:



Voltando ao caso menos particular

o .

Decidir se existem inteiros x1, zo, . .., x, Satisfazendo

a1r] + e + -+ apTy = [

ldéia: tentar reduzir o problema ao caso facil

11 — ﬁ

Supondo a1 < as, ..., a,, considere a “versao reduzida”

a1y + (o —a)zy + - + (o — aq)z;, = .

o -
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Equivaléncia da versao reduzida

o .

Se temos inteiros z, x5, . .., =), satisfazendo

oqw’l + (a9 — oq)x’g + -+ (o — 041)@,,1 = 0,

podemos reformular a igualdade acima como

ar(zy —ah— - — 2 )+ agwh + -+ ap, =3

e encontramos inteiros x1, x9, . . ., z,, Satisfazendo

11 + aoxg + -+ apty = .

o -
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Equivaléncia da versao reduzida

o .

Se d nao divide ( e divide

aq, (g —aq), ..., (ap —ay),

entao d nao divide ; e divide

1,02, ...,0n.



Equivaléncia da versao reduzida

o .

Se d nao divide ( e divide

aq, (g —aq), ..., (ap —ay),

entao d nao divide ; e divide

1,02, ...,0n.

Conclusao: resolver a versao reduzida e o suficiente.

istemas Lineares Di A



Resumindo

o .

“Engquanto ha mais do gue um coeficiente positivo, subtraia
0 menor dos coeficientes positivos de todos 0s outros.”
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1

PO OO0 NOUITRS,WNDN

=

B

Resumindo

RESOLVE (o, 3) > «, [ inteiros ndo-negativos

I —A{1:0; #0}
enquanto |/| > 1 faca
escolha i em [ tal que «; € minimo
para cada j em / faca
Ay < Q5 — Oy
SE & = 0
entdo / — 7\ {j}

seja i 0 unico elemento de /
se «; divide [
entao devolva SIM
sendo devolva NAO
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Reducao mais eficiente

o .

ldéia: subtrair o maximo possivel de uma so vez.

@7 @7
a1y + (042 — LX—TJ 041) Ty + - F (Ozn — LX—TJ 041) 7, = 1.



Reducao mais eficiente

o .

ldéia: subtrair o maximo possivel de uma so vez.

@ @
a1y + (042 — Ll_iJ 041) Ty et (Ozn — LX—TJ 041) Ty = .

Podemos observar que:
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Reducao mais eficiente

o .

ldéia: subtrair o maximo possivel de uma so vez.

@7
a1y + (042 — B—iJ 041) Ty + - F (Ozn — LX—TJ 041) 7, = 1.

Podemos observar que:

Conclusao: o algoritmo consome tempo polinomial.
(e nada mais é do que o algoritmo de Euclides)
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Resumindo de novo

o .

EUCLIDES (o, 3) > «, J inteiros ndo-negativos
1 I« {i:qa;#0}

enquanto |/| > 1 faca
escolha i em [ tal que «; € minimo
para cada j em / faca
o — a; — |aj/ai]oy > s6 mudou aqui
SE o = 0
entdo / — 7\ {j}

seja i 0 unico elemento de /
se «; divide
entao devolva SIM
sendo devolva NAO

PO OO0 NOUITA,WN

==

B
.
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Saindo do caso particular

Encontrar z inteiro satisfazendo

Ax = b.



Candidato a certificado de inexisténcia

o .

Se existe algum y tal que

yA éinteiro e yb ndo é inteiro,

entao nao existe z inteiro tal que

Ax = b.
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Candidato a certificado de inexisténcia

o .

Se existe algum y tal que

yA éinteiro e yb ndo é inteiro,

entao nao existe z inteiro tal que

Ax = b.

Poderiamos obter esse certificado em qualquer caso?

o -
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Caso particular

o .

Vamos supor gue existe B nao-singular tal que

A=[Bo)



Caso particular

o .

Vamos supor gue existe B nao-singular tal que

A=[Bo)

Caso 1: B~1'b € um vetor inteiro.
Nesse caso, temos uma solucao inteira para Ax = b:

.
Boj| 7T =t
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Caso particular

o .

Vamos supor gue existe B nao-singular tal que

A=[Bo)

Caso 2: B~'» ndo é um vetor inteiro.
Nesse caso, existe y tal que yA € inteiro e yb nao e inteiro:

B 'A=B"1B0] =110
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Caso particular

o .

Vamos supor gue existe B nao-singular tal que

A=[Bo)

Em tempo polinomial, podemos obter uma solucao inteira
para Ar = b ou um certificado de inexisténcia nesse caso.
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Reducéao ao caso facil

o .

ldéia: transformar A em |B 0], com B nao-singular.



Reducéao ao caso facil

-

ldéia: transformar A em |B 0], com B nao-singular.

Podemos supor que A e b sao ambos inteiros.

Podemos supor que A tem posto linha completo.
(é facil eliminar as linhas linearmente dependentes)
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-

Reducéao ao caso facil

=

Idéia: transformar A em |B 0], com B nao-singular.

Podemos supor que A e b sao ambos inteiros.

Podemos supor que A tem posto linha completo.
(é facil eliminar as linhas linearmente dependentes)

Sendo ai, a9, ...,a, as colunas de A e sendo z1, zo, ..., x,

0s elementos de z, dizer que Ax = b equivale a dizer que

a1x1 + agxo + -+ + apry = 0.
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Reducéao ao caso facil

o .

ldéia: transformar A em |B 0], com B nao-singular, usando
() permutacao de duas colunas;

(i) multiplicacao de uma coluna por —1;

(i) soma do multiplo inteiro de uma coluna a outra.

Todas as trés operacoes preservam a existéncia (ou
Inexisténcia) de solucao inteira para o sistema Ax = b.

o -
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Reducéao ao caso facil

o .

ldéia: transformar A em |B 0], com B nao-singular, usando
() permutacao de duas colunas;

(i) multiplicacao de uma coluna por —1;

(i) soma do multiplo inteiro de uma coluna a outra.

Todas as trés operacoes preservam a existéncia (ou
Inexisténcia) de solucao inteira para o sistema Ax = b.

Conseguindo isso, o problema de decisao esta resolvido.

o -
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Detalhe
| o

Como podemos obter um certificado para a versao original
a partir de um certificado para a versao reduzida?

o -
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A forma normal de Hermite

o .

ellieolieliielle)
eliolielilelle)
eliolielilelle)

A esta na forma normal de Hermite se A = [B 0] e:
1. B é triangular inferior;
2. B e nao-singular e ndo-negativa;
3. 0 maior elemento de uma linha de B esta na diagonal.

o -
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Obtendo a forma normal de Hermite

o .

ldéia: transformar A em uma matriz |B 0] que satisfaz
1. B é triangular inferior;
2. 0S elementos da diagonal de B sao positivos.
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Obtendo a forma normal de Hermite

o .

ldéia: transformar A em uma matriz |B 0] que satisfaz
1. B é triangular inferior;
2. 0S elementos da diagonal de B sao positivos.




Obtendo a forma normal de Hermite

o .

ldéia: transformar A em uma matriz |B 0] que satisfaz
1. B é triangular inferior;
2. 0S elementos da diagonal de B sao positivos.




Obtendo a forma normal de Hermite

o .

ldéia: transformar A em uma matriz |B 0] que satisfaz
1. B é triangular inferior;
2. 0S elementos da diagonal de B sao positivos.
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Obtendo a forma normal de Hermite

o .

ldéia: transformar A em uma matriz |B 0] que satisfaz
1. B é triangular inferior;
2. 0S elementos da diagonal de B sao positivos.




Obtendo a forma normal de Hermite

o .

ldéia: transformar A em uma matriz |B 0] que satisfaz
1. B é triangular inferior;
2. 0S elementos da diagonal de B sao positivos.




Obtendo a forma normal de Hermite

o .

ldéia: transformar A em uma matriz |B 0] que satisfaz
1. B é triangular inferior;
2. 0S elementos da diagonal de B sao positivos.

Trazer essa matriz para a forma normal de Hermite é trivial.
(usamos o0s elementos da diagonal para reduzir os outros)
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Iteracao

Queremos transformar uma matriz D

Em uma matriz na forma




Iteracao

-

Vamos denotar as colunas da matriz D por

di,do. ... d

Com operacoes sobre as colunas, podemos garantir

D11,D12,...., D13 20 e D11 < Dig,...,Dip,

e transformar D em uma matriz cujas colunas sao

dla (d2 — d1)7 SN (dl — dl)

o -
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Deja VU

o .

“Engquanto ha mais do gue um elemento positivo na
primeira linha, subtraia a coluna com o menor dos
elementos positivos na primeira linha das outras.”

o -
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Deja VU

o .

“Engquanto ha mais do gue um elemento positivo na
primeira linha, subtraia a coluna com o menor dos
elementos positivos na primeira linha das outras.”

Mais eficiente: transformar D em uma matriz com colunas

D13 Dy
do — | —= | d ool di— | —=1|di ).
dh( 9 {DMJ 1>, ,< l {DMJ 1)

o -
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Deja VU
=

“Engquanto ha mais do gue um elemento positivo na
primeira linha, subtraia a coluna com o menor dos
elementos positivos na primeira linha das outras.”

Mais eficiente: transformar D em uma matriz com colunas
Do Dn;
di. [ do — | —=1|d oold =1 =—=1dy ).
17( 2 \‘DllJ 1)7 7( [ \‘DllJ 1)
Moral da historia: de novo o algoritmo de Euclides.

-
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Resumindo

-

EUCLIDES (D) > D inteira
1 paracadai:com Dy; <0 faca
2 d; «— —d;
3 [« {7, Dy # O}
4 enquanto |/| > 1 faca
5 escolha i em [ tal que Dy; € minimo
6 para cada j em [/ faca
7 dj < d; — | D1;/D1i]d;
8 Se Dlj =0
9 entdo / — I\ {j}

10 sejai 0 unico elemento de /
11 sei1#1

L 12 entao permute d; e d; J
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Propriedade fundamental

Se [B 0] € a matriz na forma normal de Hermite obtida
a partir de A, entao existe uma matriz U tal que

AU = [B 0]

e U @€ uma matriz unimodular.

Sistemas Lineares Diofan

tinos — p.48/6:



Matrizes unimodulares

-

Uma matriz inteira U é unimodular se

[ det(U)] = 1.



Matrizes unimodulares

-

Uma matriz inteira U é unimodular se

[ det(U)] = 1.

Relembrando: a inversa de U é dada por

(— 1)i+j det (U]z)

UL —
Y det(U)
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Matrizes Unimodulares

-

Uma matriz inteira U é unimodular se

[ det(U)] = 1.

Relembrando: a inversa de U é dada por

-1 alguma coisa inteira
'] det(U)
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Matrizes Unimodulares

-

Uma matriz inteira U é unimodular se

[ det(U)] = 1.

Relembrando: a inversa de U é dada por

-1 alguma coisa inteira
'] det(U)

Conclusao: a matriz U~ também é inteira.

.
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ODbtendo o certificado

o .

Vamos supor que AU = [B 0], onde [B 0] € uma matriz na
forma normal de Hermite e U é uma matriz unimodular.
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.

ODbtendo o certificado

Vamos supor que AU = [B 0], onde [B 0] € uma matriz na

=

forma normal de Hermite e U é uma matriz unimodular.

Se B~ 1) é um vetor inteiro, como

B 0]

1y

0

obtemos uma solucao inteira para Ax = b:

AU

T

0

=
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ODbtendo o certificado

o .

Vamos supor que AU = [B 0], onde [B 0] € uma matriz na
forma normal de Hermite e U é uma matriz unimodular.

Se B~ 1) ndo é um vetor inteiro, como

B~ YB 0] =[I0],

e obtemos y tal que y A é inteiro e yb n&ao € inteiro:

B A=t Avut=B"YBout =1 ojut.
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Nao é sO escolha de base

Existe solucao inteira para

2 3]z =5,

mas nao existe solucao inteira para

20=5 e 3x=>).
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Reticulados

o .

O reticulado gerado por um conjunto de vetores € 0
conjunto de combinacdes lineares inteiras desses vetores:

{A1a1 + Aaag + -+ + Apan : A1, A2, ..., Ay inteiros}.
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Reticulados

o .

O reticulado gerado por um conjunto de vetores € 0
conjunto de combinacdes lineares inteiras desses vetores:

{A1a1 + Aaag + -+ + Apan : A1, A2, ..., Ay inteiros}.

“Existe solucao inteira para Ax = b?”

“h esta no reticulado gerado pelas colunas de A?”
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Geometricamente
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Reticulados

o .

As operacoes feitas no algoritmo preservam o reticulado.



Reticulados

o .

As operacoes feitas no algoritmo preservam o reticulado.

Se as colunas de A e A’ geram 0 mesmo reticulado, as
formas normais de Hermite [B 0] e [B’ 0] sdo tais que

B=D.
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Reticulados

o .

As operacoes feitas no algoritmo preservam o reticulado.

Se as colunas de A e A’ geram 0 mesmo reticulado, as
formas normais de Hermite [B 0] e [B’ 0] sdo tais que

B=D.

Conclusao: a forma normal de Hermite obtida € unica.

o -
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Complexidade

o .

A forma normal de Hermite e a matriz unimodular podem
ser obtidas em tempo polinomial usando alguns “artificios”.
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Complexidade

o .

A forma normal de Hermite e a matriz unimodular podem
ser obtidas em tempo polinomial usando alguns “artificios”.

E necessario adicionar colunas extras a matriz A para
controlar o tamanho dos nimeros durante o processo.

o -
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Complexidade

o .

A forma normal de Hermite e a matriz unimodular podem
ser obtidas em tempo polinomial usando alguns “artificios”.

E necessario adicionar colunas extras a matriz A para
controlar o tamanho dos nimeros durante o processo.

Se as colunas extras pertencem ao reticulado gerado pelas
colunas originais, a forma normal de Hermite € a mesma.

o -
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Colunas de controle




Colunas de controle




Colunas de controle




Colunas de controle




Colunas de controle




Colunas de controle




Familia dos certificados de inexisténcia

o .

Se nao ha solucao para Ax = b, existe y com

yA=0 e yb+#0.

Se nao ha solucao inteira para Az = b, existe y com

yA éinteiro e yb ndo é inteiro.

Se nao héa solucao nao-negativa para Ax = b, existe y com

yA>0 e yb<O.

o -

Sistemas Lineares Diofantinos — p.64/6:



	Sistemas lineares
	Sistemas lineares
	Problema
	Geometricamente
	Certificado
	Certificado
	Resumindo
	Sistemas lineares diofantinos
	Sistemas lineares diofantinos
	Sistemas lineares diofantinos
	Sistemas lineares diofantinos
	Sistemas lineares diofantinos
	Pergunta
	Caso particular
	Fato 1
	Fato 2
	Candidato a certificado de inexistência
	Candidato a certificado de inexistência
	Caso particular do caso particular
	Voltando ao caso menos particular
	Equivalência da versão reduzida
	Equivalência da versão reduzida
	Resumindo
	Resumindo
	Redução mais eficiente
	Resumindo de novo
	Saindo do caso particular
	Candidato a certificado de inexistência
	Caso particular
	Caso particular
	Caso particular
	Redução ao caso fácil
	Redução ao caso fácil
	Detalhe
	A forma normal de Hermite
	Obtendo a forma normal de Hermite
	Obtendo a forma normal de Hermite
	Obtendo a forma normal de Hermite
	Obtendo a forma normal de Hermite
	Obtendo a forma normal de Hermite
	Obtendo a forma normal de Hermite
	Obtendo a forma normal de Hermite
	Iteração
	Iteração
	Déjà Vu
	Resumindo
	Propriedade fundamental
	Matrizes unimodulares
	Matrizes Unimodulares
	Obtendo o certificado
	Obtendo o certificado
	Não é só escolha de base
	Reticulados
	Geometricamente
	Reticulados
	Complexidade
	Colunas de controle
	Colunas de controle
	Colunas de controle
	Colunas de controle
	Colunas de controle
	Colunas de controle
	Família dos certificados de inexistência

