o .

Empacotamento de Ramificacoes

Juliana Barby Simao

Departamento de Ciéncia da Computacao
Instituto de Matematica e Estatistica

Universidade de Sao Paulo

o -

MAC5700 — p.1/41



Notacao




-

.

Notacao

o >®

I/
B

6°"*(UJ) : conjunto de arcos que saemde U C V.
6™(U) : conjunto de arcos que entramem U C V.

dpn(U) = |[6=(U)].




Ramificacoes

B C A é uma ramificacao se

e 3 n&o contém circuitos (orientados ou n&o);
e Vv €V, existe no maximo um arco de B entrando em w.

-
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Ramificacoes
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B C A é uma ramificacao se

e 3 n&o contém circuitos (orientados ou n&o);
e Vv €V, existe no maximo um arco de B entrando em w.
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R-Ramificacoes
B O 0\/0 .
/ \ .
o /Q\‘ \

‘;

——

Uma raiz de B € um vértice que nao ¢é ponta final de
nenhum arco de 5.

Uma R-ramificacao € uma ramificacao cujo conjunto de

Lraizes e RCV. J
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Problema

o .

Dados:

e D= (V,A) grafo orientado;

e Ry,...,R; CV nao-vazios.
Encontrar ramificacoes disjuntas 51, ..., B tais que
e 3; &€ R;-ramificacéo, i =1,...,k.
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Exemplo
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Outro exemplo




Outro exemplo




Outro exemplo
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Fato obvio

D = (V, A) grafo orientado
UcCcv

Se:

e 3 €& R-ramificacao;
e RNU =

Entao pelo menos um arco de B entraem U.

-
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Condicao necessaria

-

g(U) =

{i: U =0}, UCV.



Condicao necessaria




Condicao necessaria




Condicao necessaria

T

{szU m‘Ucv




Condicao necessaria

D=(V,A),UCV

g(U) := {z R,NU = @}‘
Se B4,..., B sao ramificacoes disjuntas em D tais que
B; € R;-ramificacao, i = 1, ..., k, entao

dp(U) = g(U),

paratodo U C V, U # 0.

-
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Teorema de Edmonds

o .

Teorema (Edmonds, 1973). Sejam D = (V, A) um grafo
orientado e Ry, ..., R C V nao-vazios. Existem
ramificacOes disjuntas 54,..., 5, em D tais que

B; € R;-ramificacéo, i =1,...,k, se, e somente se,

dp(U) > g(U) = |{i: RinU =0}

Y,

paratodo U C V, U # 0.
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Teorema de Edmonds
L o

Teorema (Edmonds, 1973). Sejam D = (V, A) um grafo
orientado e Ry, ..., R C V nao-vazios. Existem
ramificacOes disjuntas 54,..., 5, em D tais que

B; € R;-ramificacéo, i =1,...,k, se, e somente se,

dp(U) =2 g(U) =

{i:RiﬂU:@}

Y,

paratodo U C V, U # 0.

> A prova que apresentamos é devida a Lovasz, 1976.
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Caso facil

ooooooooooooooo



Caso facil

| o

Bastatomar By = ... = By = 0.
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ldéia de prova




ldéia de prova




ldéia de prova
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ldéia de prova
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ldéia de prova




AIrco seguro

D= (V,A), R:= R; #V, fixado.

Queremos adicionar « = uv € *"*(R) a B.

Defina (problema reduzido relativo a a):
o D':=D —aq,
° R;- = Rj, se Rj 74 R;

® Rg = R@'U{U}, R; = R;

o ¢(U) = UCV.

{i:R;ﬂU:@}

-
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AIrco seguro

D= (V,A), R:= R; #V, fixado.
Queremos adicionar « = uv € 6>**(R) a B.

O arco a e seguro se

dp (U) = ¢'(U),

paratodo U C V, U # 0.

-
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AIrco seguro

o .

> Resta mostrar que um arco seguro sempre existe.

> Vamos mostrar também como escolhé-lo.
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Como escolher arco seguro para 87

o .

> Sempre existe arco saindo de R.

R
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Como escolher arco seguro para 87

o .

> Sempre existe arco saindo de R.

R

> Quando « € §°*(R) nao € seguro?

o -
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O que causa problemas?

-

Escolhido a € 5 (R)




O que causa problemas?

-

Caso 1: U C Vtais que a & 6™ (U).

@" e d7»(U) Nndo muda
w e ¢(UU) nao muda



O que causa problemas?

-

Caso 1: U C Vtais que a & 6™ (U).

@" e d7»(U) Nndo muda
w e ¢(UU) nao muda



O que causa problemas?

-

Caso2: U CVtaisqueaeo™(U)e RNU = (.
R

o d7(U) caidel

e g(U)calde 1

ooooooooooooooo



O que causa problemas?

-

Caso2: U CVtaisqueaeo™(U)e RNU = (.
R

o d7(U) caidel

e g(U)calde 1

ooooooooooooooo



O que causa problemas?

-

Caso3: U CVtaisque a e o™(U)e RNU # (.

Q o d (1) cai de 1
W, e g(/) nao muda



O que causa problemas?

-

Caso3: U CVtaisque a e o™(U)e RNU # (.
Q o dn (1) cai de 1
NV e g(/) nao muda
U
Caso 3a: dp(U) > g(U) = dp,(U) >4¢(U) +/

.



O que causa problemas?

-

Caso3: U CVtaisque a e o™(U)e RNU # (.

Q o d (/) caide 1

NN e g(/) nao muda
U

Caso 3a: dp(U) > g(U) = dp,(U) >4¢(U) +/

Caso 3b: dp(U) =g(U) = dp,(U) < ¢ (U) M

.



Se

Entao

Portanto...

RNUA0D,UZR
—
dp(U) > g(U)

Qualguer arco a que sai de R
é seguro
e pode ser escolhido.
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Mas...

R
Se existe U tal que:
e UNR A
W,
— e U\R#I
V o dp(U)=g(U)

> Entdo o arco « precisa ser escolhido com cuidado!!

o -
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Conjunto perigoso

o .

Vamos chamar de perigoso um conjunto [/ C V desse tipo:

R

e UNRFY
e U\R#I
o dp(U)=g(U)



|dela

-

Fixe um conjunto [/ perigoso.

R
~ Escolha ¢ = uv com
0 e uclUNR

e veclU\R



Tal arco existe

A Hipotese: dp (U \ R) > g(U \ R).

~ R e U nédo sao disjuntos:
% g(U\ R) > g(U) + 1.

Tambem: ¢(U) = d'3(U)
U

S dn(U\R) > din(U) e 6"(U\ R)\ 6™(U) # 0.

— Arco a existe!



Mais perigo...

o .

O arco a sO nao e seguro se entra em W # U perigoso.



Eliminando o perigo

-

Suponha:

[ e WV perigosos, (UNW)\ R # ()
—
U N W perigoso

777777777777777



Eliminando o perigo

-

> [/ perigoso minimal. T
Escolnemosa =uwwcomuec UNRewveU\R.

R
ﬁ Se a entra em |V perigoso
Q — U N W €& perigoso.
/NN 4
W [J perigoso minimal
J — Contradicao!
—> ¢ Nao entra em I/ perigoso.

L: a € seguro. J
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Concluindo...

e Nao existe U perigoso.

Escolha qualquer arco « saindo de R
para adicionar a 5.

-
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Concluindo...

o .

e Nao existe [/ perigoso.

Escolha qualquer arco « saindo de R
para adicionar a 5.

e EXxiste U perigoso.

P Escolha U perigoso minimal.

Escolha qualquer arco ¢ = uv com
ue RNUevelU\R
para adiconar a 5.

U

L:> a € seguro! J
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Concluindo...

o .

e Nao existe [/ perigoso.

Escolha qualquer arco « saindo de R
para adicionar a 5.

e EXxiste U perigoso.

P Escolha U perigoso minimal.

Escolha qualquer arco ¢ = uv com
ue RNUevelU\R
para adiconar a 5.

U

L:> a € seguro! . J
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Resta mostrar...

U e W perigosos, (UNW)\R#D
—
U N W perigoso




Rotelro

(1) (UNW)\ R # 0.
(2) dn(UNW) = g(UNW).

(3) (UNW)NR # 0.



Rotelro

(D) (UnW)\NR#0D.
(2) du(UNW) = g(UNW).

(3) (UNW)NR # 0.

ooooooooooooooo



Fato auxihar |

-

> d'7, € submodular !!

dp(U) + dp(W) > dip(UU W) +di(Un)




Fato auxihiar 11

-

> g € supermodular !!

g(U) +g(W) < g(UUW) +g(UNW)



Fato auxihiar 11

o .

> g € supermodular: g(U) + g(W) < g(UUW) 4+ g(UNW)
Defina:

o y(U):={i: RinU =0};

o g(U) = ()]



Fato auxihiar 11

o .

> g € supermodular: g(U) + g(W) < g(UUW) 4+ g(UNW)

v(U) = {z R,NU = @}
Entao:
g(U) + g(W) = |y(U)] + |v(W)]
= () N y(W)] + () u~r(W)




Fato auxihiar 11

o .

> g € supermodular: g(U) + g(W) < g(UUW) 4+ g(UNW)

v(U) = {z R,NU = (Z)}
Entao:
g(U) + g(W) = |y(U)] + |v(W)]
= () N y(W)] + () u~r(W)

R é disjunto de UU e R é disjunto de W/
—
R é disjunto de U U IV.



Fato auxihiar 11

o .

> g € supermodular: g(U) + g(W) < g(UUW) 4+ g(UNW)

v(U) = {z R,NU = @}
Entao:

g(U) + g(W) = |[4(U)| + [»(W)]




Fato auxihiar 11

o .

> g € supermodular: g(U) + g(W) < g(UUW) 4+ g(UNW)

v(U) = {z R,NU = @}
Entao:

g(U) +g(W)

y(U)| + |y (W)
Y(U) N y(W)| + |7 (U) Uy (V)]
g(UUW) + [y (U) uy(W)]




Fato auxihiar 11

o .

> g € supermodular: g(U) 4+ g(W) < g(UU W)+ g(UNW)
v(U) = {z R,NU = (Z)}
Entao:
g(U) +g(W) = 7 (U)| + [»(W),
= [y (U) Ny (W)| + |y (U) Un (W)
= g(UUW) + |5y(U) U~(W)]

R é disjunto de U ou R € disjunto de W/
—
R é disjunto de U N IV.



Fato auxihiar 11

o .

> g € supermodular: g(U) + g(W) < g(UUW) 4+ g(UNW)

v(U) = {z R,NU = @}

Entao:

g(U) +g(W)

y(U)| + |y (W)
Y(U) N y(W)| + |y(U) U~ (W)
= g(UU W)+ |[4(U) U~(W)

— (U) Uy(W) S~(UNW)

(@)Y Uy < VU N W)| = g(UN W)
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Fato auxihiar 11

o .

> g € supermodular: g(U) + g(W) < g(UUW) 4+ g(UNW)




dn(UNW) = g(UNW)



dn(UNW) = g(UNW)

Temos:

dn (U NW) < dn(U) + dn(W) — dn(U U W)

Pela submodularidade de d7:

dn(U N W) +dn(UUW) < dn(U) + dn ().

.



d2(UNW) =g(UNW)
Temos:

dn (U AW < dB(U) + dn (W) — ds (U U W)
< g(U) +g(W) —g(UUW)

U e IV perigosos = dp(U) = g(U) e dp(W) = g(IV).

Hipotese = d7 (U U W) > g(U U W).

.



dn(UNW) = g(UNW)

Pela supermodularidade de g:

dp(U) +dp(W) <dp(UnW) +dp(UUiv).

.



.

dn(UNW) = g(UNW)

Hipotese —= dp,(UNW) > g(U N W)



.

dn(UNW) = g(UNW)

Hipotese —= dp,(UNW) > g(U N W)

— dn (UNW) = g(UNW)



Rotelro

(1) UNW)\R#£0.
(2) dp(UNW)=gUNW).

(3) (UNW)NR # 0.



(UNW)NR#D
- -

Temos: U e IV perigosos =— UNR#De W NR#0D.

N&o gueremos que isso ocorra:

AN

777777777777777



(UNW)NR#D
N

Mostramos:
dp(UNnNW) <dpU)+dp(W) —dp(U U W)
< g(U)+g(W) —g(UUW)
<g(UNW)
<dpUNW)

Todas as relacOes valem com igualdade!!

g(U) +g(W)=g(UUW)+g(UNW)



ooooooooooooooo



L:> nao valeria a igualdade! J

ooooooooooooooo



(UNW)NR#(
N

Nao existe R desse tipo:

Como RNU #De RNW #£ 0, pois U e IV s&o perigosos

— (UNW)N R # 0.

.



Rotelro

(1) (UNW)\R#D.
(2) dpUNW) =gUNW).

) (UNW)NRAD.



U N W e perigoso!

R
ﬁ e (UNW)NR#D
U Q o (UNW)\R#0
W o In(UNW)=g(UNW)



U N W e perigoso!

R
ﬁ e (UNW)INRH#
U Q o (UNW)\R#0
W . o In(UNW)=g(UNW)



.

r-Arborescéencias

B C A é uma arborescéncia se € uma ramificacao conexa.
Uma arborescéncia tem uma unica raiz r.
Dizemos que 5 € uma r-arborescéncia.

-
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r-Arborescéencias

A
N

B C A é uma arborescéncia se € uma ramificacao conexa.
Uma arborescéncia tem uma unica raiz r.
Dizemos que 5 € uma r-arborescéncia.

-
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r-cortes

AV =
\,D@\/

Um r-corte € um conjunto de arcos da forma (),
comU CV\{r}, U#0.




> Empacotamento de r-arborescéncias de Edmonds.

Corolario

D = (V, A) grafo orientado.

reV

=

NUmero maximo de r-arborescéncias disjuntas

Tamanho minimo de um r-corte

-
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Corolario

-

Quero k r-arborescéncias disjuntas.

o g(U)=Fk,se U CV\{r}, U#0.
e g(U)=0,sereclU CV.



Corolario

-

Quero k r-arborescéncias disjuntas.

o g(U)=Fk,se U CV\{r}, U#0.
e g(U)=0,sereclU CV.

Logo:

Existem £ r-arborescéncias disjuntas
—
dy(U) > k, paratodo U C V \ {r}, U # 0.

. Qualquer £ < tamanho r-corte minimo funciona!!

.

-
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Corolario

-

Quero k r-arborescéncias disjuntas.

o g(U)=Fk,se U CV\{r}, U#0.
e g(U)=0,sereclU CV.

Logo:

Existem £ r-arborescéncias disjuntas
—
dy(U) > k, paratodo U C V \ {r}, U # 0.

. Qualquer £ < tamanho r-corte minimo funciona!!

.

o
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