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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Elementos

@ Verificador: Maquina de Turing de capacidade limitada.
@ Provador: Maquina de Turing de capacidade ilimitada.
@ L: Linguagem num alfabeto finito .

@ x: Palavra em X*.
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Objetivo

O verificador quer saber se x € L.
Deve consumir tempo polinomial em |x|.

Decisdo pode n3o ser feita trivialmente.

Interagdo com provador para fazer a decis3o.
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Ferramentas de interacao

@ A interac3o entre as maquinas ocorre por meio de fitas com
politicas especificas de uso.

@ Em um sistema interativo, sdo utilizadas 4 fitas:
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Ferramentas de interacao

@ A interac3o entre as maquinas ocorre por meio de fitas com
politicas especificas de uso.

@ Em um sistema interativo, sdo utilizadas 4 fitas:

e X: Read-only para as duas mdquinas. Contém a palavra x.

Carlos Henrique Cardonha Sistemas interativos de prova



Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Ferramentas de interacao

@ A interac3o entre as maquinas ocorre por meio de fitas com
politicas especificas de uso.

@ Em um sistema interativo, sdo utilizadas 4 fitas:

e X: Read-only para as duas mdquinas. Contém a palavra x.
e Fp: Read-only para o verificador.
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Ferramentas de interacao

@ A interac3o entre as maquinas ocorre por meio de fitas com
politicas especificas de uso.

@ Em um sistema interativo, sdo utilizadas 4 fitas:

e X: Read-only para as duas mdquinas. Contém a palavra x.
e Fp: Read-only para o verificador.
e Fy: Read-only para o provador.
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Ferramentas de interacao

@ A interac3o entre as maquinas ocorre por meio de fitas com
politicas especificas de uso.

@ Em um sistema interativo, sdo utilizadas 4 fitas:

e X: Read-only para as duas mdquinas. Contém a palavra x.
e Fp: Read-only para o verificador.

e Fy: Read-only para o provador.

e 7: Fita de bits aleatérios utilizada pelo verificador.
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Questoes relevantes

@ O verificador vai trocar mensagens com o provador.
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Questoes relevantes

@ O verificador vai trocar mensagens com o provador.

@ O provador tem capacidade ilimitada (responde qualquer
questdo do verificador em tempo constante).
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Questoes relevantes

@ O verificador vai trocar mensagens com o provador.

@ O provador tem capacidade ilimitada (responde qualquer
questdo do verificador em tempo constante).
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Questoes relevantes

@ O verificador vai trocar mensagens com o provador.

@ O provador tem capacidade ilimitada (responde qualquer
questdo do verificador em tempo constante).

@ Perguntas:

e Por que o verificador ndo pergunta imediatamente se x € L?
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Questoes relevantes

@ O verificador vai trocar mensagens com o provador.

@ O provador tem capacidade ilimitada (responde qualquer
questdo do verificador em tempo constante).

@ Perguntas:

e Por que o verificador ndo pergunta imediatamente se x € L?
e Para que uma fita de bits aleatérios?
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Questoes relevantes

O verificador vai trocar mensagens com o provador.

O provador tem capacidade ilimitada (responde qualquer
questdo do verificador em tempo constante).

(]

Perguntas:

e Por que o verificador ndo pergunta imediatamente se x € L?
e Para que uma fita de bits aleatérios?

Resumindo: Qual a graga do problema?
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Resposta para uma das questoes relevantes

@ Existem provadores n3o-confidveis.
@ Afirmam que x € L mesmo quando isso nao é verdade.

@ Ou seja, perguntar diretamente se a pertinéncia é vélida ndo
vai resolver o problema do verificador...
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Resposta para uma das questdes relevantes (cont.)

@ Verificador deve fazer perguntas especiais para o provador.

@ Intuitivamente, o ideal seria o verificador fazer perguntas
extremamente “inteligentes”.

@ Porém, o provador € ilimitadamente inteligente. Logo, a
inteligéncia, sozinha, n3o resolve o problema do verificador...
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Resposta para a outra questao relevante

@ Se a inteligéncia n3o é suficiente, o que nos resta?
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Introdugdo Definicoes
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Resposta para a outra questao relevante

@ Se a inteligéncia n3o é suficiente, o que nos resta?

@ A aleatoriedade :).
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdo

Resposta para a outra questao relevante

@ Se a inteligéncia n3o é suficiente, o que nos resta?
@ A aleatoriedade :).

@ O uso de 7 é essencial para que o verificador evite truques do
provador (ainda que nem sempre possa evitd-los).
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdao

Classe IP

@ Seja g(n) uma fungdo de N em N.
e Seja n = |x|.

@ Dizemos que L pertence a IP(g(n)) se:
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Classe IP

@ Seja g(n) uma fungdo de N em N.
e Seja n = |x|.
@ Dizemos que L pertence a IP(g(n)) se:

o O ndmero de mensagens trocadas entre P e V é O(qg(n)).
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Classe IP

@ Seja g(n) uma fungdo de N em N.
e Seja n = |x|.
@ Dizemos que L pertence a IP(g(n)) se:

o O ndmero de mensagens trocadas entre P e V é O(qg(n)).
e Se x € L, existe um provador P que sempre convence V disso.
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdao

Classe IP

@ Seja g(n) uma fungdo de N em N.
e Seja n = |x|.
@ Dizemos que L pertence a IP(g(n)) se:

o O ndmero de mensagens trocadas entre P e V é O(qg(n)).

e Se x € L, existe um provador P que sempre convence V disso.

e Se x ¢ L, verificador é enganado com probabilidade limitada
por alguma constante em (0, 1).
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdao

Classe IP

@ Seja g(n) uma fungdo de N em N.
e Seja n = |x|.

@ Dizemos que L pertence a IP(g(n)) se:

O ndmero de mensagens trocadas entre P e V' é O(q(n)).

Se x € L, existe um provador P que sempre convence V disso.
Se x ¢ L, verificador é enganado com probabilidade limitada
por alguma constante em (0, 1).

e O provador n3o tem acesso a 7.
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Introdugdo Definicoes
Formalizagdao

Classe IP

@ Seja g(n) uma fungdo de N em N.
e Seja n = |x|.
@ Dizemos que L pertence a IP(g(n)) se:

o O ndmero de mensagens trocadas entre P e V é O(qg(n)).
e Se x € L, existe um provador P que sempre convence V disso.
e Se x ¢ L, verificador é enganado com probabilidade limitada
por alguma constante em (0, 1).
e O provador n3o tem acesso a 7.
@ A classe IP (Goldwasse, Micali e Rackoff) é definida da
seguinte forma:

IP = Uy IP(n%)

Carlos Henrique Cardonha Sistemas interativos de prova



Introdugdo Definicoes
Formalizagdao

Classe AM

@ Removendo a dltima condicdo, temos a defincdo da classe
AM(q(n)). A definicdo de AM (Babai) é andloga.

@ Proibir o provador de olhar o contelido de 7 ndo ¢ algo tdo
importante quanto parece.

@ Goldwasser e Sipser provaram a seguinte relacdo entre
IP(a(n)) e AM(q(n)):

Teorema
IP(a(n)) = AM(q(n)+2).
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Introdugdo Definicoes

Formalizagdao

Duvidas?
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

coNP C IP

@ Warm-up para o resultado principal.
@ Resultado de Lund, Fortnow, Karloff e Nisan.

o Estratégia de prova: Mostrar que N3C, que é
coNP-completo, estd em IP.

e N3C: Dado um grafo G, decidir se x(G) > 3.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Aritmetizacao de instancias

@ Transformar a instancia num polindémio de grau limitado.
@ As mensagens enviadas pelo provador sdo esses polinémios.

@ Algumas propriedades desses polindmios ajudam o verificador
na tarefa de detectar afirmag¢Ges erradas do provador.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Aritmetizacdo do N3C

@ Instancia: Grafo G.
Vamos assumir que V(G) = [n], onde n = |V(G)|.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Aritmetizacdo do N3C

Instancia: Grafo G.
Vamos assumir que V(G) = [n], onde n = |V(G)|.

Bloco bésico: p(x) = STx2 + %4.

p(x)=0sex=0ep(x)=1sex=-2,-1,1,2.

Polindmio associado a instancia:

a(Xi,... %)= [ p(Xi—X)
jeE(G)

X; pertence a um corpo finito F ={0,1,..., N —1}.

Carlos Henrique Cardonha Sistemas interativos de prova



coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Relagdo entre g(x) e coloragdes de G

e O grau d de q(Xi,...,X,) é limitado por 4|E(G)|.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Relagdo entre g(x) e coloragdes de G

e O grau d de q(Xi,...,X,) é limitado por 4|E(G)|.
e Se X €{0,1,2}", X é uma 3-coloragdo de G.

@ X é vidlida sse dois vizinhos n3o possuem a mesma cor.
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Relagdo entre g(x) e coloragdes de G

e O grau d de q(Xi,...,X,) é limitado por 4|E(G)|.

e Se X €{0,1,2}", X é uma 3-coloragdo de G.

@ X é vidlida sse dois vizinhos n3o possuem a mesma cor.
o Fatos essenciais:
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Relagdo entre g(x) e coloragdes de G

e O grau d de q(Xi,...,X,) é limitado por 4|E(G)|.

e Se X €{0,1,2}", X é uma 3-coloragdo de G.

@ X é vidlida sse dois vizinhos n3o possuem a mesma cor.
o Fatos essenciais:

e Se X é vilida, g(x) = 1.
e Se X ndo é vilida, g(x) = 0.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Relagdo entre g(x) e coloragdes de G

e O grau d de q(Xi,...,X,) é limitado por 4|E(G)|.
e Se X €{0,1,2}", X é uma 3-coloragdo de G.
@ X é vidlida sse dois vizinhos n3o possuem a mesma cor.
o Fatos essenciais:
e Se X é vilida, g(x) = 1.
e Se X ndo é vilida, g(x) = 0.
@ Pergunta: Quando G n3o admite uma 3-colorac3o viélida?
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Relagdo entre g(x) e coloragdes de G

O grau d de g(Xi,...,X,) é limitado por 4|E(G)|.

Se X €{0,1,2}", X é uma 3-coloragdo de G.

X é valida sse dois vizinhos n3o possuem a mesma cor.
Fatos essenciais:

e Se X é vilida, g(x) = 1.
e Se X ndo é vilida, g(x) = 0.

Pergunta: Quando G n3o admite uma 3-coloracdo valida?

Resposta: Quando o valor da expressdo abaixo é zero:

qo = Z Z Z q(x1, X2, -+ s Xp)-

X1€{07172} X2€{0,172} Xne{07172}
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Papel do provador

O ndmero de termos da expressdo é exponencial em n.
Verificador n3o calcula gg de maneira trivial.
Verificador quer decidir se gg € 0 ou 1.

Para isso, ele interage com provador.

Provador vai tentar convencé-lo que go = 0.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Defini¢Ges e propriedades envolvendo g(x)

@ Notag¢do mais sucinta:

q;(Xl,...,X,-): Z Z q(Xl,...,X,',X,'+1,...,Xn).

xi11€{0,12}  x,€{0,1,2}
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Defini¢Ges e propriedades envolvendo g(x)

@ Notag¢do mais sucinta:

q;(Xl,...,X,-): Z Z q(Xl,...,X,',X,'+1,...,Xn).

xi11€{0,12}  x,€{0,1,2}

@ Propriedade envolvendo tais polinémios:

Gia(Xe, . Xic) = D ailXe,. o, Xii1, )
x€{0,1,2}
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Algoritmo do Provador

Cria o polinbmio go =0
Escreve gy em Fp
Para i de 1 até n faca
Escolhe o polinémio §;(X;)
Escreve §;(X;) em Fp
Lé de Fy um inteiro p;
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Algoritmo do Verificador

Lé de Fp o polinbmio qg
Para i de 1 até n faca
Lé de Fp o polindmio §;(X;)
Se §i(X;) tem grau maior que d ou §;j—1(pi—1) # Zx€{071,2} gi(x)
Rejeita a prova
pi < rand(F)
Escreve p; em Fy,
Se Gn(pn) = q(p1,- -, pn)
Aceita a prova
Sen3o rejeita a prova
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Caso 1: g =0

@ G nao admite 3-colorac3o valida, e portanto o provador
sempre deve ser capaz de convencer o verificador desse fato.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

@ G nao admite 3-colorac3o valida, e portanto o provador
sempre deve ser capaz de convencer o verificador desse fato.

e Estratégia do provador: §;(x) = qi(p1, ..., pi-1,X).
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

@ G nao admite 3-colorac3o valida, e portanto o provador
sempre deve ser capaz de convencer o verificador desse fato.

e Estratégia do provador: §;(x) = qi(p1, ..., pi-1,X).
@ Devido a essa propriedade, tais polinbmios sempre passam
pelo passo 4 do verificador.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

@ G nao admite 3-colorac3o valida, e portanto o provador
sempre deve ser capaz de convencer o verificador desse fato.

e Estratégia do provador: §;(x) = qi(p1, ..., pi-1,X).
@ Devido a essa propriedade, tais polinbmios sempre passam
pelo passo 4 do verificador.

@ A igualdade do passo 8 do verificador serd verdadeira.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Esclarecendo alguns pontos...

@ Em cada iteracdo, o niimero de varidveis dos polinémios
deveria aumentar.

@ Verificador n3o Ié mensagens exponenciais em n.
@ Para cada varidvel inserida, um valor em F é sorteado.

@ Ao checar essa propriedade, o verificador “forca” o provador a
ter uma certa consisténcia na escolha dos polindmios.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Caso 2: qp #0

o E claro que & # g1, pois §1(0) + d1(1) + d1(2) = Go =0 e
q1(0) + q1(1) + q1(2) = qo # 0.
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coNP C IP
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Caso 2: qp #0

o E claro que & # g1, pois §1(0) + d1(1) + d1(2) = Go =0 e
q1(0) + q1(1) + q1(2) = qo0 # 0.

o Se gk(x) # qk(p1,---,pi-1,x), 1 < k < n, sé ha aceitagdo se
ocorrer igualdade no passo 8 do verificador.
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Caso 2: qp #0

o E claro que &1 # qu, pois §1(0) + &1(1) + &1(2) = o =0 e
q1(0) + q1(1) + q1(2) = q0 # 0.

o Se gk(x) # qk(p1,---,pi-1,x), 1 < k < n, sé ha aceitagdo se
ocorrer igualdade no passo 8 do verificador.

@ Tal evento ocorre com probabilidade %.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Caso 2: qp #0

o E claro que &1 # qu, pois §1(0) + &1(1) + &1(2) = o =0 e
q1(0) + q1(1) + q1(2) = q0 # 0.

o Se gk(x) # qk(p1,---,pi-1,x), 1 < k < n, sé ha aceitagdo se
ocorrer igualdade no passo 8 do verificador.

@ Tal evento ocorre com probabilidade %.

@ Limitar d e escolher adequadamente N é essencial.
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PSPACE = IP PSPACE = IP

Caso 2: A sorte sorri para o provador...

@ Eventualmente, o provador é capaz de ludibriar o verificador.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Caso 2: A sorte sorri para o provador...

@ Eventualmente, o provador é capaz de ludibriar o verificador.

e Se existe i tal que §i—1(pi—1) = Zx€{0,1,2} qi(p1s- - pi-1,X),
bastard escolher Gi(x) = qk(p1,-- -, pk-1,%), I < k < n.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Caso 2: A sorte sorri para o provador...

@ Eventualmente, o provador é capaz de ludibriar o verificador.

e Se existe i tal que §i—1(pi—1) = Zx€{0,1,2} qi(p1s- - pi-1,X),
bastard escolher Gi(x) = qk(p1,-- -, pk-1,%), I < k < n.

@ Pergunta: Por que o provador n3o escolhe um §;_1(x) tal que
a igualdade acima sempre é verdadeira?
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Caso 2: A sorte sorri para o provador...

@ Eventualmente, o provador é capaz de ludibriar o verificador.
e Se existe i tal que §i—1(pi—1) = Zx€{0,1,2} qi(p1s- - pi-1,X),
bastard escolher Gi(x) = qk(p1,-- -, pk-1,%), I < k < n.

@ Pergunta: Por que o provador n3o escolhe um §;_1(x) tal que
a igualdade acima sempre é verdadeira?

@ Resposta: A escolha de §;_1(x) pelo provador ocorre antes do
sorteio de p;_1. Logo, ele depende da sorte.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Caso 2: A sorte sorri para o provador...

Eventualmente, o provador é capaz de ludibriar o verificador.

Se existe i tal que §;—1(pi—1) = Zx€{0,1,2} qi(p1s- - pi-1,X),
bastard escolher Gi(x) = qk(p1,-- -, pk-1,%), I < k < n.

Pergunta: Por que o provador n3o escolhe um §;_1(x) tal que
a igualdade acima sempre é verdadeira?

Resposta: A escolha de g;_1(x) pelo provador ocorre antes do
sorteio de p;_1. Logo, ele depende da sorte.

Estratégia do provador: Escolher polindmios §;(x) capazes de
passar pelos testes de consisténcia.
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Conclusao

O provador depende da sorte para ludibriar o verificador.

Na iteracdo i, a probabilidade de o verificador sortear um p;

que ajuda o provador é (1 — %)Fl %.

Logo, a probabilidade de o verificador ser enganado é
o d\"'d _d(n+1)

S (1-q) gednt

pt N N N

Como d < 4|E(G)| e n = |V(G)|, basta escolher N = 8n?
para que o limite acima seja %.
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PSPACE = IP

Davidas?
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

PSPACE = IP

@ Resultado mais importante envolvendo a classe IP.
@ Resultado obtido originalmente por Shamir.

o Estratégia de prova:

e IP C PSPACE: simulacdo do sistema interativo.
e PSPACE C IP: Mostrar que o problema QBF, que é
PSPACE-completo, estd em IP.
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IP C PSPACE

@ Se uma linguagem estd em IP, ent3o existe um verificador
limitado por um polinémio p(n).
e Além do consumo de tempo, p(n) também limita
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coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

IP C PSPACE

@ Se uma linguagem estd em IP, ent3o existe um verificador
limitado por um polinémio p(n).
e Além do consumo de tempo, p(n) também limita
e o nuimero de bits aleatdrios utilizados pelo verificador.
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IP C PSPACE

@ Se uma linguagem estd em IP, ent3o existe um verificador
limitado por um polinémio p(n).
e Além do consumo de tempo, p(n) também limita

e o nuimero de bits aleatdrios utilizados pelo verificador.
e a soma dos comprimentos das mensagens trocadas.
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IP C PSPACE

@ Se uma linguagem estd em IP, ent3o existe um verificador
limitado por um polinémio p(n).
e Além do consumo de tempo, p(n) também limita

e o nuimero de bits aleatdrios utilizados pelo verificador.
e a soma dos comprimentos das mensagens trocadas.

o 2P(" configuracdes possiveis de 7.
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IP C PSPACE

@ Se uma linguagem estd em IP, ent3o existe um verificador
limitado por um polinémio p(n).
e Além do consumo de tempo, p(n) também limita

e o nuimero de bits aleatdrios utilizados pelo verificador.
e a soma dos comprimentos das mensagens trocadas.

o 2P(" configuracdes possiveis de 7.

@ Nimero de seqiiéncias que contém a concatenacdo das
mensagens trocadas é limitado por ]Z\p(”).
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IP C PSPACE

Se uma linguagem estd em IP, entdo existe um verificador
limitado por um polinémio p(n).

Além do consumo de tempo, p(n) também limita

e o nuimero de bits aleatdrios utilizados pelo verificador.
e a soma dos comprimentos das mensagens trocadas.

2P(") configuracdes possiveis de 7.

(]

Ndmero de seqiiéncias que contém a concatenacgdo das
mensagens trocadas é limitado por ]Z\p(”).

A simula¢do consome espaco polinomial.
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e Sigla para Quantified Boolean Formula.

@ Uma instincia do QBF tem o formato
(Qix1)(Q2x2) ... (Qnxn)B(x1,%2,...,xn). Ex:

(3x1)(Vx2)(3x3) (0 vV X2) (31 V X2 V 33))
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Sigla para Quantified Boolean Formula.

Uma instancia do QBF tem o formato
(Qix1)(Q2x2) ... (Qnxn)B(x1,%2,...,xn). Ex:

(3x1)(Vx2)(3x3) (0 vV X2) (31 V X2 V 33))

o Cada Q; representa 3 ou V.

@ B(xi,x2,...,%,) é uma férmula booleana na forma normal
conjuntiva.

@ Se a informac3o descrita por uma instancia do QBF ¢

verdadeira, dizemos que ela é um teorema.
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Aritmetizacao do QBF

@ S3o aplicadas as seguintes substituicdes em B(xi,...,x,):
e XAy — Xy.
e XVy—=Xxy=x+y—Xxy.
o X—1—x.
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Aritmetizacao do QBF

@ S3o aplicadas as seguintes substituicdes em B(xi,...,x,):
e XAy — Xy.
e XVy—=Xxy=x+y—Xxy.
o X—1—x.

e Exemplo: B(x1,x2,x3) = x1 A (X2 V x3) A (x2 V X3):

Po(Xl,XQ,X3) = X1((1—X2)*X3)(X2*(1—X3))
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Aritmetizacao do QBF

@ S3o aplicadas as seguintes substituicdes em B(xi,...,x,):
e XAy — Xy.
e XVy—=Xxy=x+y—Xxy.
o X—1—x.

e Exemplo: B(x1,x2,x3) = x1 A (X2 V x3) A (x2 V X3):
Po(Xl,XQ, X3) = Xl((]. — XQ) *X3)(X2 * (]. — X3))
@ Trocando verdadeiro por 1 e falso por 0, temos:

o Se a férmula é verdadeira, polindmio vale 1.
e Se a férmula é falsa, polinémio vale 0.
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Avaliando uma instancia do QBF

@ Para avaliar uma instancia do QBF, utilizamos os
quantificadores.
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Avaliando uma instancia do QBF

@ Para avaliar uma instancia do QBF, utilizamos os
quantificadores.

@ Transformacdes definidas para um polindmio:

(VX,'P)(X;[,...,X,‘) = P(Xl,...,X,'_1,0)P(X1,...,Xk,l),
(HX;P)(Xl,...,X,') = :D(Xl,...,X,'_:|_,0)~)<P(X1,...,Xk,]_)7
(RxiP)(x1,...,%x)) = P(x1,...,x;) mod (x,2 - X;).
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Avaliando uma instancia do QBF

@ Para avaliar uma instancia do QBF, utilizamos os
quantificadores.

@ Transformacdes definidas para um polindmio:

(VX,'P)(X;[,...,X,‘) = P(Xl,...,X,'_1,0)P(X1,...,Xk,l),
(HX;P)(Xl,...,X,') = :D(Xl,...,X,'_:|_,0)~)<P(X1,...,Xk,]_)7
(RxiP)(x1,...,%x)) = P(x1,...,x;) mod (x,2 - X;).

@ As duas primeiras envolvem a aplicacdo dos quantificadores.
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Avaliando uma instancia do QBF

@ Para avaliar uma instancia do QBF, utilizamos os
quantificadores.

@ Transformacdes definidas para um polindmio:

(VX,'P)(X;[,...,X,‘) = P(Xl,...,X,'_1,0)P(X1,...,Xk,l),
(HX;P)(Xl,...,X,') = :D(Xl,...,X,'_:|_,0)~)<P(X1,...,Xk,]_)7
(RxiP)(x1,...,%x)) = P(x1,...,x;) mod (x,2 - X;).

@ As duas primeiras envolvem a aplicacdo dos quantificadores.

@ A terceira transforma poténcias x! em x;.
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Avaliando uma instancia do QBF(cont.)

@ Utilizando as transformacgdes acima, podemos avaliar uma
instancia ¢ de QBF.
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Avaliando uma instancia do QBF(cont.)

e Utilizando as transformacdes acima, podemos avaliar uma
instancia ¢ de QBF.
@ Seqiiéncia de instrucbes para avaliacdo de ¢:
Rx1, Rxo, ..., Rx,
QnXn,
Rx1, Rxo, ..., Rxp_1
Qn—1Xn—1,
Rxq,
Q1x1-
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Avaliando uma instancia do QBF(cont.)

e Utilizando as transformacdes acima, podemos avaliar uma
instancia ¢ de QBF.
@ Seqiiéncia de instrucbes para avaliacdo de ¢:
Rx1, Rxo, ..., Rx,
QnXn,
Rx1, Rxo, ..., Rxp_1
Qn—1Xn—1,
Rxq,
Q1x1-

@ Aplicando as transformacdes, obtemos os polinGmios
2
Pi,--., Pk, onde k = %3"

@ Se ¢ é teorema, p, = 1. Sendo, px = 0.
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Aplicando as tranformacgdes

o Seja Pl(Xl, X2, X3) = X1 — X1 Xo — X1X3 + 2X1X2X3.
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Aplicando as tranformacgdes

@ Seja Pi(x1,x2,X3) = x1 — X1X2 — X1X3 + 2X1X2X3.
e Aplicando (3x3), temos:
Pa(x1,x2) = (x1 —x1x2 — x1l+ 2x1x01) +
(x1 — x1x2 — x10 + 2x3x20) —
(1 —x1x2 — x11 + 2x3x21)
(x1 — x1x2 — x10 + 2x1x20)

= X1 — xfxz + x12x22.
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Aplicando as tranformacgdes

@ Seja Pi(x1,x2,X3) = x1 — X1X2 — X1X3 + 2X1X2X3.
e Aplicando (3x3), temos:
Pa(x1,x2) = (x1 —x1x2 — x1l+ 2x1x01) +
(x1 — x1x2 — x10 + 2x3x20) —
(1 —x1x2 — x11 + 2x3x21)
(x1 — x1x2 — x10 + 2x1x20)
= X1 — xfxz + x12x22.

@ Aplicando (Rx1) e (Rx2), temos:

Pa(x1,Xx2) = x1 — X1X2 + Xx1X0 = X1.
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Aplicando as tranformagdes(cont.)

@ Aplicando (Vx2), temos:

Ps(x1) = (x1)(a)=x.
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Aplicando as tranformagdes(cont.)

@ Aplicando (Vx2), temos:

Ps(x1) = (x1)(a)=x.

@ Aplicando (Rx1), temos Pg(x1) = x1.

Carlos Henrique Cardonha Sistemas interativos de prova



coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Aplicando as tranformagdes(cont.)

@ Aplicando (Vx2), temos:

Ps(x1) = (x1)(a)=x.

@ Aplicando (Rx1), temos Pg(x1) = x1.
@ Se @Q1x1 é Vxq1, a instancia é falsa.

@ Se @Q1x1 é Jx1, a instancia é um teorema.
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Importancia do provador

@ O numero de termos pode dobrar apds cada transformacdo.

e Uma avaliagdo trivial pelo verificador consome tempo O(2").
@ Para estimar o valor, o verificador interage com o provador.
°

O provador pode tentar convencé-lo que ¢ é um teorema
mesmo quando isso ndo é verdade.

Carlos Henrique Cardonha Sistemas interativos de prova



coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Resumo da interacao

@ Provador envia uma sequéncia pg, px—1, - - -, p1 de polinGmios.

@ Supostamente, tais polindmios s3o esses aqui.
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Resumo da interacao

@ Provador envia uma sequéncia pg, px—1, - - -, p1 de polinGmios.
@ Supostamente, tais polindmios s3o esses aqui.

@ Polinémios enviados na ordem inversa. Ou seja, o niimero de
variaveis deveria crescer conforme as itera¢des vao passando.

@ Mas o verificador é limitado polinomialmente.
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Resumo da interacao

Provador envia uma seqiiéncia pg, Px—_1,- - -, P1 de polindmios.

Supostamente, tais polinémios s3o esses aqui.

Polindmios enviados na ordem inversa. Ou seja, o nimero de
variaveis deveria crescer conforme as itera¢des vao passando.

Mas o verificador é limitado polinomialmente.

Verificador sorteia valores em F para tais variaveis.

Verificador checa a consisténcia dos polinGmios que recebe.
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Trabalho do verificador

@ A checagem do verificador depende da transformacao.
o Cada operacdo é realizada em funcdo de uma varidvel.

@ Apds cada operacdo, o verificador sorteia um valor para essa
varidvel, que deve ser enviado para o provador.
@ Para checar a consisténcia, o verificador guarda:
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Trabalho do verificador

@ A checagem do verificador depende da transformacao.
o Cada operacdo é realizada em funcdo de uma varidvel.

@ Apds cada operacdo, o verificador sorteia um valor para essa
varidvel, que deve ser enviado para o provador.
@ Para checar a consisténcia, o verificador guarda:

e O dltimo polindémio enviado pelo provador.
e O valor do pendltimo polinémio aplicado no valor sorteado.
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Controle de tempo

@ Pergunta: Que horas s3o?
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Controle de tempo

@ Pergunta: Que horas s3o?

@ Se ja estiver tarde, pular....
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Exemplo: Teste para quantificador 3

@ Descricdo da primeira interac3o:
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Exemplo: Teste para quantificador 3

@ Descricdo da primeira interac3o:
o Provador escreve Pg(x1) = x1 em Fp.
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Exemplo: Teste para quantificador 3

@ Descricdo da primeira interacao:
o Provador escreve pg(x1) = x; em Fp.
o Verificador checa que (Ix1p6) =0+1—-0.1=e=1.
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Exemplo: Teste para quantificador 3

@ Descricdo da primeira interac3o:
o Provador escreve Pg(x1) = x1 em Fp.
o Verificador checa que (Ix1p6) =0+1—-0.1=e=1.
o Verificador sorteia ¢; = rand(F).
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Exemplo: Teste para quantificador 3

@ Descricdo da primeira interac3o:
o Provador escreve Pg(x1) = x1 em Fp.
Verificador checa que (3x18) =0+ 1—-01=e=1.
Verificador sorteia ¢; = rand(F).
Verificador altera e para pg(c1).
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Exemplo: Teste para quantificador 3

@ Descricdo da primeira interac3o:
o Provador escreve Pg(x1) = x1 em Fp.
Verificador checa que (3x18) =0+ 1—-01=e=1.
Verificador sorteia ¢; = rand(F).
Verificador altera e para pg(c1).
Verificador escreve ¢; em Fy.
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Exemplo: Teste para quantificador 3

@ Descricdo da primeira interac3o:
o Provador escreve Pg(x1) = x1 em Fp.
Verificador checa que (3x18) =0+ 1—-01=e=1.
Verificador sorteia ¢; = rand(F).
Verificador altera e para pg(c1).
Verificador escreve ¢; em Fy.

@ Antes da primeira interacdo, e = 1 (verificador comega
acreditando no provador...).
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Exemplo: Teste para operacdao de aumento de grau

@ Descricdo da segunda interagdo:
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Exemplo: Teste para operacdao de aumento de grau

@ Descricdo da segunda interagdo:
o Provador escreve ps(x1) = x¥ em Fp.
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Exemplo: Teste para operacdao de aumento de grau

@ Descricdo da segunda interagdo:

o Provador escreve ps(x1) = x2 em Fp.
o Verificador checa que (Rx1ps) =0+ (1 —0)c; = e.
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Exemplo: Teste para operacdao de aumento de grau

@ Descricdo da segunda interagdo:

o Provador escreve ps(x1) = x2 em Fp.
o Verificador checa que (Rx1ps) =0+ (1 —0)c; = e.
o Verificador sorteia ¢; = rand(F).
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Exemplo: Teste para operacdao de aumento de grau

@ Descricdo da segunda interagdo:
o Provador escreve ps(x1) = x¥ em Fp.
Verificador checa que (Rx1p5) =0+ (1 — 0)c; = e.
Verificador sorteia ¢; = rand(F).
Verificador altera e para ps(c1).
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Exemplo: Teste para operacdao de aumento de grau

@ Descricdo da segunda interagdo:
o Provador escreve ps(x1) = x¥ em Fp.
Verificador checa que (Rx1p5) =0+ (1 — 0)c; = e.
Verificador sorteia ¢; = rand(F).
Verificador altera e para ps(c1).

o
o
o
o Verificador escreve ¢; em Fy.
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Exemplo: Teste para operacdao de aumento de grau

@ Descricdo da segunda interagdo:
o Provador escreve ps(x1) = x2 em Fp.
o Verificador checa que (Rx1ps) =0+ (1 —0)c; = e.
o Verificador sorteia ¢; = rand(F).
o Verificador altera e para ps(cy).
o Verificador escreve ¢; em Fy.

@ Novamente, a transformacido ocorreu em funcdo de x;.
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Exemplo: Teste para operacdao de aumento de grau

@ Descricdo da segunda interagdo:
o Provador escreve ps(x1) = x¥ em Fp.
Verificador checa que (Rx1p5) =0+ (1 — 0)c; = e.
Verificador sorteia ¢; = rand(F).
Verificador altera e para ps(c1).

o
o
o
o Verificador escreve ¢; em Fy.

@ Novamente, a transformacido ocorreu em funcdo de x;.

@ Novamente, foi sorteado um valor para x;.
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Exemplo: Teste para operacao V

@ Descricdo da terceira interagdo:
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Exemplo: Teste para operacao V

@ Descricdo da terceira interagdo:
o Provador escreve ps(x2) = ¢; em Fp.
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Exemplo: Teste para operacao V

@ Descricdo da terceira interagdo:

o Provador escreve ps(x2) = ¢; em Fp.
o Verificador checa que (Vx2ps)(c1) = cicp = e.
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Exemplo: Teste para operacao V

@ Descricdo da terceira interagdo:

o Provador escreve ps(x2) = ¢; em Fp.
o Verificador checa que (Vx2ps)(c1) = cicp = e.
o Verificador sorteia ¢; = rand(F).
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Exemplo: Teste para operacao V

@ Descricdo da terceira interagdo:

o Provador escreve ps(x2) = ¢; em Fp.
Verificador checa que (Vx2p5)(c1) = cic1 = e.
Verificador sorteia ¢, = rand(F).

Verificador altera e para ps(c2).

Carlos Henrique Cardonha Sistemas interativos de prova



coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Exemplo: Teste para operacao V

@ Descricdo da terceira interagdo:

o Provador escreve ps(x2) = ¢; em Fp.
Verificador checa que (Vx2p5)(c1) = cic1 = e.
Verificador sorteia ¢, = rand(F).

Verificador altera e para ps(c2).

o
o
o
o Verificador escreve ¢, em Fy.
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Exemplo: Teste para operacao V

@ Descricdo da terceira interagdo:
o Provador escreve ps(x2) = ¢; em Fp.
o Verificador checa que (Vx2ps)(c1) = cicp = e.
o Verificador sorteia ¢; = rand(F).
o Verificador altera e para ps(c2).
o Verificador escreve ¢, em Fy.

@ Uma nova varidvel foi introduzida: x».
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Exemplo: Teste para operacao V

@ Descricdo da terceira interagdo:

o Provador escreve ps(x2) = ¢; em Fp.

o Verificador checa que (Vx2ps)(c1) = cicp = e.
o Verificador sorteia ¢; = rand(F).

o Verificador altera e para ps(c2).

o Verificador escreve ¢, em Fy.

@ Uma nova varidvel foi introduzida: x».

@ A varidvel x; supostamente foi substituida por c; em pj.
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Estratégias do provador

@ Se a instancia do QBF é um teorema, enviar
pi(x;) = pi(ct, 2, .., -1, Xj).
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Estratégias do provador

@ Se a instancia do QBF é um teorema, enviar
,5,(XJ) = p,'(C;[7 C2yenny ijl,Xj)-

@ Sendo, enviar polindmios que passam nos testes de
consisténcia.
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Estratégias do provador

@ Se a instancia do QBF é um teorema, enviar
,5,(XJ) = p,'(C;[7 C2yenny Cj,1,Xj).

@ Sendo, enviar polindmios que passam nos testes de
consisténcia.

@ Se o verificador sortear um valor ¢; tal que
pi(cj) = pi(c1, ¢, ..., ¢j—1,¢j), o provador serd capaz de
ludibria-lo.
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Chances do provador

@ A probabilidade de o verificador sortear um valor que vai

i—1
atrapalha-lo na i-ésima iteracdo é (1 — %) TFT-

Carlos Henrique Cardonha Sistemas interativos de prova



coNP C IP
PSPACE = IP PSPACE = IP

Chances do provador

@ A probabilidade de o verificador sortear um valor que vai
i-1
atrapalha-lo na i-ésima iteracdo é (1 — %) %.

e Como o niimero de transformagdes é O(n?), a probabilidade
de o verificador ser ludibriado é de:
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Chances do provador

@ A probabilidade de o verificador sortear um valor que vai
i-1
atrapalha-lo na i-ésima iteracdo é (1 — %) %.

e Como o niimero de transformagdes é O(n?), a probabilidade
de o verificador ser ludibriado é de:

O(n?)

Cd\ T d o)
Z<1 |Fr) GG

i=1

@ Se |F| = 4n3, a probabilidade de o verificador aceitar
incorretamente o argumento do provador é limitada
superiormente por %.
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Duvidas?
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