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Teorema de Menger

-

D = (V, A) grafo orientado, s,t € V

n° maximo de (s, t)-caminhos disjuntos nos arcos
= tamanho minimo de um (s, t)-corte
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Teorema de Menger
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n° maximo de (s, t)-caminhos disjuntos nos arcos
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Teorema de Menger
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n° maximo de (s, t)-cortes disjuntos
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Teorema de Menger
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D = (V, A) grafo orientado, s,t € V

n° maximo de (s, t)-cortes disjuntos
= tamanho minimo de um (s, ¢)-caminho?

Continua valendo!
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Teorema de Menger
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D = (V, A) grafo orientado, s,t € V

n° maximo de (s, t)-cortes disjuntos
= tamanho minimo de um (s, t)-caminho

S<0

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 4



Teorema de Menger

o N

D = (V, A) grafo orientado, s,t € V

n° maximo de (s, t)-cortes disjuntos
= tamanho minimo de um (s, t)-caminho

6" (S<o)

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 4



Teorema de Menger
fD = (V, A) grafo orientado, s,t € V

n° maximo de (s, t)-cortes disjuntos
= tamanho minimo de um (s, t)-caminho

S<1

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 4



Teorema de Menger

o N

D = (V, A) grafo orientado, s,t € V

n° maximo de (s, t)-cortes disjuntos
= tamanho minimo de um (s, t)-caminho

5out<S§1)

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 4



Teorema de Menger

-

D = (V, A) grafo orientado, s,t € V

n° maximo de (s, t)-cortes disjuntos
= tamanho minimo de um (s, t)-caminho

DA
A

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 4




Teorema de Menger

-

D = (V, A) grafo orientado, s,t € V

n° maximo de (s, t)-cortes disjuntos
= tamanho minimo de um (s, t)-caminho

Ny

§ —— ——

VAN

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 4




Teorema de Menger

-

D = (V, A) grafo orientado, s,t € V

n° maximo de (s, t)-cortes disjuntos
= tamanho minimo de um (s, t)-caminho

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 4



Menger com capacidades

o -

D = (V, A) grafo orientado, s,t € V, ¢c: A — Z., capacidades




Menger com capacidades

o -

D = (V, A) grafo orientado, s,t € V, ¢c: A — Z., capacidades

n° maximo de (s, t)-caminhos
com cada arco ¢ em no maximo c¢(a) caminhos
= capacidade minima de um (s, t)-corte
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Menger com capacidades
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D = (V, A) grafo orientado, s,t € V, ¢c: A — Z., capacidades

n° maximo de (s, t)-caminhos
com cada arco ¢ em no maximo c¢(a) caminhos
= capacidade minima de um (s, t)-corte
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Cortes orientados

-

D = (V, A) grafo orientado, ) # 5 C V
5°ut(S) é corte orientado se 6™(S) =0

cortes orientados nao “cruzam” componentes fortes

By
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Cortes orientados

-

D = (V, A) grafo orientado, ) # 5 C V
5°ut(S) é corte orientado se 6™(S) =0

D tem corte orientado <— D nao é fortemente conexo
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Juncoes

-

D = (V, A) grafo orientado fracamente conexo



Juncoes
fD = (V, A) grafo orientado fracamente conexo
T € juncao (= dijoin, directed join)
se T'N C # () para todo corte orientado C' de D
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Juncoes

-

D = (V, A) grafo orientado fracamente conexo
T € juncao

se T'N C # () para todo corte orientado C' de D
T € juncao

— (V,AU T 1) é fortemente conexo
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Teorema de Lucchesi-Younger

-

D = (V, A) grafo orientado fracamente conexo

n° maximo de cortes orientados disjuntos
= tamanho minimo de uma juncao

-
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Teorema de Lucchesi-Younger capacitac

o N

D = (V, A) grafo orientado fracamente conexo
c: A — 7Z-, capacidades

n° maximo de cortes orientados
com cada arco a em no maximo c(a) cortes

capacidade minima de uma juncao
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c: A — 7Z-, capacidades

n° maximo de cortes orientados
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Teorema de Lucchesi-Younger capacitac

o N

D = (V, A) grafo orientado fracamente conexo
c: A — 7Z-, capacidades

n° maximo de cortes orientados
com cada arco a em no maximo c(a) cortes

capacidade minima de uma juncao
versao capacitada é equivalente a sem capacidades

de agora em diante,
D é sempre fracamente conexo
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Topicos
B -

e As conjecturas
e Preliminares
> Os enunciados
e As relacoes

e Os contra-exemplos
e AS provas

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 11



A conjectura de Woodall

-

D = (V, A) grafo orientado

Teorema de Lucchesi-Younger
n° maximo de cortes orientados disjuntos
— tamanho minimo de uma juncao

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 12



A conjectura de Woodall
-

D = (V, A) grafo orientado T

Teorema de Lucchesi-Younger
n° maximo de cortes orientados disjuntos
— tamanho minimo de uma juncao

Conjectura de Woodall

n° maximo de juncdes disjuntas
— tamanho minimo de um corte orientado
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A conjectura de Edmonds-Giles

-

D = (V, A) grafo orientado fracamente conexo
c: A — 7., capacidades
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Teorema de Lucchesi-Younger com capacidades
n° maximo de cortes orientados
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A conjectura de Edmonds-Giles

-

D = (V, A) grafo orientado fracamente conexo
c: A — 7., capacidades

-

Teorema de Lucchesi-Younger com capacidades
n° maximo de cortes orientados

com cada arco a em no maximo c(a) cortes

— capacidade minima de uma juncao

Conjectura de Woodall
n° maximo de juncoes disjuntas
— tamanho minimo de um corte orientado
Conjectura de Edmonds-Giles
n° maximo de juncoes
com cada arco a em no maximo c(a) jJungcoes
L: capacidade minima de um corte orientado J
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Dualidade no plano

-

D = (V, A) grafo orientado planar
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Dualidade no plano
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D = (V, A) grafo orientado planar
grafo dual
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Dualidade no plano
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D = (V, A) grafo orientado planar
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Dualidade no plano

-

D = (V, A) grafo orientado planar
juncoes




Dualidade no plano

-

D = (V, A) grafo orientado planar
viram quebra-ciclos




O que dualiza?

-

Correspondéncia.

corte orientado < circuito
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O que dualiza?

-

Correspondéncia.

corte orientado <= circuito
juncdo <= quebra-ciclos

guebra-ciclos (= feedback arc set):
conjunto de arcos que intersecta cada circuito
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A conjectura planar de Woodall

-

D = (V, A) grafo orientado planar

-

Conjectura de Woodall
n° maximo de juncdes disjuntas
— tamanho minimo de um corte orientado
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A conjectura planar de Woodall
-

D = (V, A) grafo orientado planar T
Conjectura de Woodall

n° maximo de juncdes disjuntas

= tamanho minimo de um corte orientado

Conjectura planar de Woodall

n° maximo de quebra-ciclos disjuntos
= tamanho minimo de um circuito
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Observacoes
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Edmonds-Giles — Woodall = Woodall planar
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Observacoes
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— Woodall planar — - Woodall — — Edmonds-Giles
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Observacoes
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Edmonds-Giles — Woodall = Woodall planar
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— Woodall planar — - Woodall — — Edmonds-Giles

Situacao:

e Edmonds-Giles FALSA!
e Woodall ?

e \Woodall planar ?

“Em geral”: caso capacitado < caso nao-capacitado
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Observacoes

-

Edmonds-Giles — Woodall = Woodall planar

-

— Woodall planar — - Woodall — — Edmonds-Giles

Situacao:

e Edmonds-Giles FALSA!
e Woodall ?

e \Woodall planar ?

“Em geral”: caso capacitado < caso nao-capacitado

Edmonds-Giles é Woodall
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Reducao
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D = (V, A) grafo orientado
c: A — Z-, capacidades

Queremos:

grafo orientado D’
D’ “codifica” capacidades em sua estrutura
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Reducao
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D = (V, A) grafo orientado
c: A — Z-, capacidades

Queremos:

grafo orientado D’
D’ “codifica” capacidades em sua estrutura

arco a com capacidade c(a)
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Reducao
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D = (V, A) grafo orientado
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grafo orientado D’
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Reducao
-

D = (V, A) grafo orientado
c: A — Z-, capacidades

Queremos:

grafo orientado D’
D’ “codifica” capacidades em sua estrutura

arco a com capacidade c(a)
contribui com ¢(a) para a capacidade de cortes orientados
aparece em < ¢(a) jJuncoes

corte orientado de capacidade kK em D
—
corte orientado de tamanho £ em D’
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Reducao
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D = (V, A) grafo orientado
c: A — Z-, capacidades

arco a com c(a) = 2
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Reducao

-

D = (V, A) grafo orientado
c: A — 7., capacidades

arco a com c(a) = 2

vira 2 arcos paralelos em D’

o
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arcoacomc(a) =k >1
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Reducao

-

D = (V, A) grafo orientado
c: A — Z-, capacidades

arco a com c(a) =0
2 opcgoes: contrair ou remover

L
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Arcos incapacitados

-

D = (V, A) grafo orientado
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Arcos incapacitados

-

D = (V, A) grafo orientado
c: A — 7Z-, capacidades
arco a com c(a) =0

removendo. .. ops




Algoritmicamente

-

D = (V, A) grafo orientado, ¢: A — Z., capacidades

1 algoritmo polinomial para encontrar
e corte orientado de capacidade minima?
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1 algoritmo polinomial para encontrar

e corte orientado de capacidade minima?
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Algoritmicamente

-

D = (V, A) grafo orientado, ¢: A — Z., capacidades

1 algoritmo polinomial para encontrar

e corte orientado de capacidade minima?
Sim!

e familia maxima de juncdes disjuntas?
Nao sel!

7 7 ?
€ P, € NPC, € NP\ (P UNPC)

Teorema de Ladner (1975)
Se P # NP, entdo NP \ (P UNPC) # 0.
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Construindo D’ e ¢';
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Algoritmo

-

D = (V, A) grafo orientado, ¢: A — Z., capacidades

-

Construindo D’ e ¢';
arco a de D

>
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Algoritmo

-

D = (V, A) grafo orientado, ¢: A — Z., capacidades

-

Construindo D’ e ¢:
arcoade D = arcoa ' de D/, com d(a!) =

-
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Algoritmo

-

D = (V, A) grafo orientado, ¢: A — Z., capacidades

-

s, t vertices

(s,t)-cortes nao-orientados em D
tém capacidade infinita em D’

>
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Algoritmo

-

D = (V, A) grafo orientado, ¢: A — Z., capacidades

-

s, t vertices

(s,t)-corte tem capacidade finita em D’
<> é orientado em D
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Topicos
B -

e As conjecturas
e Preliminares
e Os enunciados
e As relacoes
> Os contra-exemplos

e AS provas
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ap. minima = 2 .. quero 2 jungoes disjuntas (e,e)
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Schrijver

-

backtrack!
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Schrijver

acktrack! 4 possibilidades para arcos do meio

<
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Conjectura planar de Woodall
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o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 30



Thomassen

o N

Conjectura planar de Woodall
n° maximo de quebra-ciclos disjuntos
= tamanho minimo de um circuito

se nao ¢ planar, entéo é falsa

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 30



Thomassen

o N

Conjectura planar de Woodall
n° maximo de quebra-ciclos disjuntos
= tamanho minimo de um circuito

se nao ¢ planar, entéo é falsa

Contra-exemplo de Thomassen:

o |

Woodall, Edmonds-Giles | — p. 30



Thomassen

o N

Conjectura planar de Woodall
n° maximo de quebra-ciclos disjuntos
= tamanho minimo de um circuito

se nao ¢ planar, entéo é falsa

Contra-exemplo de Thomassen:
torneio com 15 vertices
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Conjectura planar de Woodall
n° maximo de quebra-ciclos disjuntos
= tamanho minimo de um circuito

se nao ¢ planar, entéo é falsa

Contra-exemplo de Thomassen:
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Conjectura planar de Woodall
n° maximo de quebra-ciclos disjuntos
= tamanho minimo de um circuito

se nao ¢ planar, entéo é falsa

Contra-exemplo de Thomassen:
torneio com 15 vértices ... 105 arcos
circuito minimo = 3
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Conjectura planar de Woodall
n° maximo de quebra-ciclos disjuntos
= tamanho minimo de um circuito

se nao ¢ planar, entéo é falsa

Contra-exemplo de Thomassen:
torneio com 15 vértices ... 105 arcos
circuito minimo = 3

para destruir todos 0s circuitos,
é preciso remover mais que 105/3 arcos
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Thomassen

-

Conjectura planar de Woodall
n° maximo de quebra-ciclos disjuntos
= tamanho minimo de um circuito

se nao ¢ planar, entéo é falsa

Contra-exemplo de Thomassen:
torneio com 15 vértices ... 105 arcos
circuito minimo = 3

para destruir todos 0s circuitos,
é preciso remover mais que 105/3 arcos

Jair Donadelli e Yoshi Kohayakawa:
“A tedious case analysis shows that. . .”
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torneio T

Thomassen

VIT)=XUuUYuZz

X:{xl,..

T[X)

.,$5} Y:{yl,...
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torneio T
VIT)=XUuUYuZz

Thomassen

— {yl 7777 y5} Z =
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VIT)=XUuUYuZz
X:{$1,...,$5} Y:{yl,...
T[X]
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Thomassen
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torneio T
VIT)=XUuUYuZz

X:{$17...,$5} Y:{yh

(i, i), (24, 2), (20, ¥4 ), Vi
(i, 5)s (%05 25), (23, y5), Vi # J

’y5} Z:{Zl,...,ZE)}



Thomassen
ftorneio T T

V(T)=XUYUZ
X:{$1,...,$5} Y:{yl,...,y5} Z:{Zl,...,Z5}

(i, i), (24, 2), (20, ¥4 ), Vi
(i, 5)s (%05 25), (23, y5), Vi # J

Para destruir circuitos, é preciso remover pelo menos
20+5+5+3+3+3=39>105/3 arcos
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Topicos
B -

e As conjecturas
e Preliminares
e Os enunciados
e As relacoes

e Os contra-exemplos
> AS provas
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Teorema de Lee-Wakabayashi

-

D grafo orientado serie-paralelo com circuito

-

Teorema
O numero maximo de guebra-ciclos disjuntos
é igual ao comprimento minimo de um circuito.
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D grafo orientado serie-paralelo com circuito
¢ € 74 fungdo comprimento

Teorema
O numero maximo de guebra-ciclos disjuntos
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Teorema de Lee-Wakabayashi

-

D grafo orientado serie-paralelo com circuito
¢ € 74 fungdo comprimento

-

Teorema
O numero maximo de guebra-ciclos disjuntos
é igual ao comprimento minimo de um circuito.

Teorema

O numero maximo de guebra-ciclos

com cada arco a em no maximo /(a) quebra-ciclos

é igual ao comprimento minimo de um circuito segundo /.
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Teorema de Lee-Wakabayashi

-

D grafo orientado serie-paralelo com circuito
¢ € 74 fungdo comprimento

-

Teorema
O numero maximo de guebra-ciclos disjuntos
é igual ao comprimento minimo de um circuito.

Teorema

O numero maximo de guebra-ciclos

com cada arco a em no maximo /(a) quebra-ciclos

é igual ao comprimento minimo de um circuito segundo /.

cint(D, ()
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Podemos supor
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Podemos supor
e D fortemente conexo sem vertices de corte
e pelo menos 3 vertices e cint(D, ) > 0
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Podemos supor
e D fortemente conexo sem vertices de corte
e pelo menos 3 vertices e cint(D, ) > 0

Casos:
e arcos em serie
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Visao geral da prova

-

Inducao em |V (D)| + |A(D)|

Podemos supor
e D fortemente conexo sem vertices de corte
e pelo menos 3 vertices e cint(D, ) > 0

Casos:
e arcos em seérie
e arcos paralelos
e D é critico (2 casos)
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Arcos em serie

-

d(y) = 2
0'(e) = £(a) + £(b)

p := cint(D’, ¢") = cint(D, ¢)
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Arcos paralelos

p := cint(D’, ¢") = cint(D, ¢)

@

oY

=) J



Arcos paralelos

-

t(a) < £(b)
V'(a) = {(a)
H — F},..., F

p := cint(D’, ¢") = cint(D, ¢)

F,:=F/ U{b}seacF]
F; = F! c.c.
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Visao geral da prova (cont.)

-

D nao tem arcos em série ou paralelos

-

Podemaos supor que D é critico:
todo arco a com /(a) > 0 estd em algum circuito minimo
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Visao geral da prova (cont.)
fD nao tem arcos em série ou paralelos T

Podemaos supor que D é critico:
todo arco a com /(a) > 0 estd em algum circuito minimo

se D nao é critico,
diminua o maximo possivel o comprimento dos arcos
sem alterar cint(D, ¢)
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Visao geral da prova (cont.)
fD nao tem arcos em série ou paralelos T

Podemaos supor que D é critico:
todo arco a com /(a) > 0 estd em algum circuito minimo

se D nao é critico,
diminua o maximo possivel o comprimento dos arcos
sem alterar cint(D, ¢)

obtenho assim ¢/ < ¢
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Visao geral da prova (cont.)

o N

D nao tem arcos em série ou paralelos

Podemaos supor que D é critico:
todo arco a com /(a) > 0 estd em algum circuito minimo

se D nao é critico,
diminua o maximo possivel o comprimento dos arcos
sem alterar cint(D, ¢)

obtenho assim ¢/ < ¢

Fato: D é 2-conexo série-paralelo
— D tem um vertice com exatamente 2 vizinhos
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Casos

« >
Tr @ > Z

0

cint(D,0) = l(zy) + {(y=z)



cint(D, 0) = £(zy) + (yz)
cint(D’, ¢") > cint(D, ¢)
cint(D’, ¢") = cint(D, ()

.



cint(D, 0) = £(zy) + (yz)
cint(D’, ¢") > cint(D, ¢)
cint(D’, ¢") = cint(D, ()

.



Casos

> ()

cint(D, 0) = l(zy) + L(yz)
cint(D’, ¢") > cint(D, ¢)
cint(D’, ¢") = cint(D, ()
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cint(D, 0) = £(zy) + (yz)
cint(D’, ¢") > cint(D, ¢)
cint(D’, ¢") = cint(D, ()

.



Casos

>0 Y

cint(D, 0) = l(zy) + L(yz)
cint(D’, ¢") > cint(D, ¢)
cint(D’, ¢") = cint(D, ()
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Casos

cint(D, 0) = {(zy) + L(y=z)
cint(D’, ¢") > cint(D, ¢)
cint(D’, ¢") = cint(D, ()
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Casos

p = cint(D', ") = cint(D, £) = {(zy) + £(yz)

Hl = Fy,..., F,
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p = cint(D', ") = cint(D, £) = {(zy) + £(yz)

Hl = Fy,..., F,

B F; se yz € F]
1 -
F!U{zy} seyz¢F;
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e As conjecturas
e Preliminares
e Os enunciados
e As relacoes

e Os contra-exemplos
> Mais provas (proximo seminario)
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