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Teorema 1. Sejam (X,d), (Y, p) espacos métricos, com Y completo. Seja f, : B — Y
uma sequéncia de funcgoes, convergindo uniformemente sobre E para f : E — Y. Seja
xo € E' e suponha que exista , para todon € N,

lim f,(z) =y, € Y.

T—T0

Entao (y,)nen converge em Y para um elemento yg e

lim f(z) = yo.

T—T0
Em outras pa]avras:

lim lim f,(z) = lim lim f,(x).
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Demonstragao. Seja ¢ > 0. Pelo critério de Cauchy para convergéncia uniforme existe
no € N tais que, se m,n € N entao

p(fm(x)afn(x)) <eg, Ve € E.
Fixando m, n nesta desigualdade e fazendo z — ¢ obtemos
p(ymayn) S g, sem,n Z ng.

Logo (y,) é de Cauchy em Y e, portanto, existe yo € Y tal que y,, — 3o em Y.

Seja € > 0 e fixemos n € N tal que p(f,(z), f(x)) < e/3 para todo x € E e p(yn,y0) < €/3.
Tomamos a seguir 6 > 0 tal que se x € E e d(x,xo) < 0 entao p(f,(z),yn) < e/3. Aplicando
a desigualdade triangular

p(f(x),y0) < p(f (@), ful@)) + p(fa(2), Yn) + P(Yns Yo)
concluimos que p(f(z),y0) < e sex € F, d(x,xy) < 6. 0.

Teorema 2. Sejam Q C RY um aberto convexo e limitado e f,, : Q — R™ uma sequéncia
de fungoes diferenciaveis em ). Suponha que:

(i) Existe z, € Q tal que a sequéncia (f,(z.)) converge em RM;
(ii) A sequéncia f! : Q — L(RY RM) converge uniformemente para g : Q — L(RY RM).

Entao a sequéncia (f,) converge uniformemente para f : Q — RM  a funcao f é diferencidvel
em Qe f'=gemQ.

Demonstragao. Seja ¢ > 0. Por (i) e (ii) e também pelo critério de Cauchy para a
convergencia uniforme, podemos determinar ng € N tal que, se m,n > ng, temos

(1) [frm(e) = fulzs)| < e,
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(2) 1 fn(2) = fa(@)l <&, Vo eQ.

Logo, pela desigualdade do valor médio e por (2), se m,n > ng e z € {2 obtemos

|(fm () = fu(@)) = (fin(we) = ful@a))| < el — x| < De,

onde D denota o diametro de €. Assim, pela desigualdade triangular e por (i), temos

| fru(@) = fu(@)] < [ fn(2) = ful@) = (fn(ze) = fulze))] + [fm(ze) = fa(2e))] < De +e,

desigualdade esta valida para m,n > ng e para todo = € ).

Consequentemente a sequéncia (f,) satisfaz o critério de Cauchy para convergéncia uni-
forme e portanto existe f : Q — RM tal que f, — f uniformemente em €. Para concluir
a demonstracao temos que mostrar que f é diferenciavel em um ponto arbitrario xy € 2 e

que f'(z0) = g(zo)-
Para tal seja p > 0 tal que B,(zo) C Q. Entao, se h € B,(0), podemos definir
(3) r(h) = f(zo 4+ h) — f(xzo) — g(xo)h

e a demonstracao ficara concluida se provarmos que

lim 7(h)/|h] = 0

(note que (h)/|h| esta definida em B,(0)\{0} e que 0 é ponto de acumulacao de B,(0)\{0}).

Para cada n escrevemos

(4) Tn(h) = fu(wo +h) — f(w0) — f,,(20)h.

Fixando h € B,(0) e fazendo n — oo em (4) segue de (3) que 7,(h) — r(h).

Seja e > 0. Tomemos ny € N tal que (2) valha para m,n > ng. Entao, para h € B,(0)\ {0}
podemos estimar

Tm(h) B Tn(h)' <
Al Al |~

|%| |(fm(zo + h) — fu(zo + h)) — (fi(x0) — fr(x0))]
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Aplicando a desigualdade do valor médio ao primeiro termo do lado direito desta ultima
desigualdade, e levando em conta (2), obtemos

rm(h)  ra(h) L, /
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se m,n > ng. Finalmente, por (2) também temos

1 / / _ - ") — F (x ") — F e
W!fm(ﬂco)h—fn(ﬁow =T |(fin(20) = fu(@o))hl < [/ (z0) = fulzo)ll < e,

novamente para m,n > ng.

Concluimos, entdo, que a sequéncia r,(h)/|h| satisfaz o critério de Cauchy para con-
vergéncia uniforme em B,(0) \ {0}. Com ja vimos que r,(h) — r(h) pontualmente em
B,(x¢) segue que 7,(h)/|h] — r(h)/|h| uniformemente em B,(0) \ {0}. Como, para cada
n €N, r,(h)/|h] — 0 quando h — 0, segue do Teorema 1 que r(h)/|h| — 0 quando h — 0.
A demonstragao do Teorema 2 estda completa.



