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Mathematics, rightly viewed, possesses not only truth, but supreme beauty cold
and austere, like that of sculpture, without appeal to any part of our weaker na-
ture, without the gorgeous trappings of painting or music, yet sublimely pure,
and capable of a stern perfection such as only the greatest art can show. The true
spirit of delight, the exaltation, the sense of being more than Man, which is the
touchstone of the highest excellence, is to be found in mathematics as surely as
in poetry.

- BERTRAND RUSSELL, Study of Mathematics



1 Preliminares

Iniciamos fixando algumas notacdes. Escreveremos Z, para denotar o conjunto
dos niimeros inteiros nao negativos e N = {1, 2, ...} para denotar o conjunto dos
numeros naturais. Por um multi-indice entendemos como sendo um elemento do
produto cartesiano 7N onde N € N. Se a = (a1, ... ay) é um multi-indice seu
comprimento ¢ o nimero |a| = a; + ... + ay. Denotamos, também, por 0 o
operador diferencial em R definido por

oM o
Oz o oy

Se 0 C RY ¢ aberto denotamos por C'(2) = C"(Q) o espaco das funcdes
continuas definidas em €2 e a valores complexos. Se k£ € N denotamos também
por C*(€2) o espaco das fungdes definidas em (2 e a valores complexos tais que
suas derivadas parciais de ordem < k existem e sdo continuas em 2. Note entdao
que u € C*(Q) se, e s6 se, as derivadas parciais 9“u existem e sdo continuas em
Q), para todo a € ZY com |a| < k (Teorema de Schwarz). Definimos também
C®() = M=o C*(2). Observe que cada espago C*(12), com suas operagdes
usuais, tem estrutura de C-algebra.

Usaremos também a notacdo C*(Q) (k € Z,U{oo}) para denotar o subespago
de C*(Q) constituido das fun¢des que se estendem a uma vizinhanga de 2 como
funcdes de classe C*.

Um operador diferencial parcial linear (ODPL) com coeficientes constantes é
um operador da forma

80{

P0)= ) a0, a,€C.

|a|<m

Dizemos que P(0) tem ordem m se para algum « com || = m tem-se a, # 0.
Note que se & > m entdo P(0) define um operador C-linear, para cada aberto 2
de RV:

P(0) : C*(Q) — C*™(Q).

Passamos agora a apresentar alguns exemplos:

1. O operador de Cauchy-Riemann. Aqui N =2em = 1.



2. O operador de Laplace (ou laplaciano). Aqui N > 1em = 2.
0? 0?
A= — 4 ...
ox3 LA 0x3;
3. O operador do calor. AQqui N > 1em = 2:

0 0? 0? 0
Q———{a—x%—F"'-i-ﬁ}—a—Ax.

4. O operador das ondas (ou d’Alambertiano). AqQqui N > 1em = 2:

P (o P2
= — < — + ...+ —— S = — A _.
Y {axf i +ax§v} o o

5. O operador de Schrodinger. Aqui N > 1em = 2:

.0 0? 0? .0
P(ax,at)——la—{a—x%—*—'“—l‘ﬂ}——Z——Ax.

Nos exemplos (3), (4) e (5) os operadores agem em RY x R, onde escrevemos
as coordenadas como (z,t) = (z1,...,zN,t)

2 O problema de Dirichlet

2.1 DEFINICAO. Seja Q) C RY um subconjunto aberto. Uma funcdo u € C?(12)
¢ dita harmonica em () se Au = (0 em (2.

Note que se u € a valores complexos entdo u € harmonica se, e somente se,
Reu e Imu sdo harmonicas; isto se deve ao fato de A ser um operador com co-
eficientes reais. Assim, para o estudo das propriedades das funcdes harmdnicas
podemos nos restringir ao caso em que as fungdes sao a valores reais.

2.2 EXEMPLO. Sio exemplos de fun¢des harmonicas em €2 as funcdes u e v
abaixo:

1. Q=RNeu(z) =a+ (x,b),coma € Reb e RY,

2. QCc C~R%abertoe u = Ref,v =Imf. Aqui f :  — C é uma funcio
holomorfa.



3. 0 =RN eu(x) = Reet®V, v(x) = Ime®¥. Aqui ¢ = (¢,...,¢y) € CV
satisfaz (Z + -+ + (% =0

Um observacdo importante, e que motiva o resultado a seguir, € a seguinte:
se Q C RY ¢ aberto, se u € C*(Q) e se 7y € € € ponto de minimo local (resp.
maximo local) de u entdo Au(xg) > 0 (resp. Au(xy) < 0).

2.3 TEOREMA. Sejam Q C RY um subconjunto aberto limitado e u € C*(2) N
C(Q).

1. Se Au > 0, entdo
max ¢ = Mmax u;
Q o9
2. Se Au <0, entdo
min v = min .
Q o0
2.4 COROLARIO. (Principio do mdximo, forma fraca) Sejam Q C RY um
subconjunto aberto limitado e u € C?(Q) N C () harmonica em ). Entdo
maxu = maxu, minu = minu.
Q 09 Q o9
2.5 OBSERVACAO. Se u é harmonica e se |u(x)| < M para x € 02 segue do
Corolério 2.4 que |u(z)| < M para x € Q. Em particular, se u = 0 em 95 entdo
u = 0em (.

Demonstragdo do Teorema Mostraremos (1.), a demonstracio de (2.) € ana-
loga. Consideremos

m = maxu,
o0

M = maxu.
9)

Suponha, por absurdo, que m < M. Entdo existe xy € (2 tal que u(zy) = M e,
ademais, vale Vu(zy) = 0 e Au(zy) < 0. Sejav € C?(Q2)NC(Q) afungio dada
por

v(z) = u(x) + ez — /%,
em que € > 0 é um nimero que determinaremos a seguir. Temos v(zy) = M, e
para x € 99, vale v(z) < m + &6(Q)?, em que §(Q) é o diametro de ). Logo,



se escolhermos ¢ > 0 tal que ¢ < (M — m)/§(Q)?, teremos v(z) < M. Tal
escolha implica que existe 1 € {2 um ponto no qual a fun¢ao v assume seu valor
maximo. Mas Av(x1) = Au(z1) +2Ne > 2Ne > 0, uma contradigdo. O

O problema de Dirichlet para ) consiste em, dada ug : 92 — R continua,
determinar u € C%(Q) N C(Q) tal que

Au=0 em ),
uw=uy em oSl

2.6 DEFINICAO. Um subconjunto aberto 2 C RY € dito um aberto de Dirichlet
se o problema de Dirichlet tiver solugdo para toda .

Note que o problema de Dirichlet admite no médximo uma solu¢do, uma con-
sequéncia do resultado enunciado na observagdo

2.7 DIGRESSAO. Sejam €2 um aberto de Dirichlet e x € (). O funcional
T:C(00) — R,

que associa a cada uy € C(952) o valor u(z), em que u é a solugdo do pro-
blema de Dirichlet com dado de fronteira w, estd bem definido, € continuo, pois
T (up)| < max |ug|, e é positivo. Pelo teorema de Riesz, existe uma medida de
Borel regular 11, sobre OS2 tal que

ul(z) = T(uo) = / wo(y) daa(y),

o0

e portanto a funcao wu € reconstituida através de integragdo de seu valor de fron-
teira com relacdo a uma medida apropriada.

3 Identidades de Green

Seja 2 € RY um aberto com fronteira regular, como definido no texto “Calculo
Integral e o Teorema de Stokes", publicado na série Textuniversitarios, no. 24,
pela LF-Editorial em 2024. Sejam 11 o campo unitdrio normal a 02 e do a me-
dida de superficie definida em 0f). Neste texto encontra-se a demonstracdo do



teorema da divergéncia: se X é um campo vetorial com coeficientes em C'((Q)
vale

[ awfar= | (Z).i() do) )

Sejam u € C2(Q0), v € C*(Q). Aplicando o teorema da divergéncia para X =
vVu obtemos a primeira identidade de Green

/(UAu + (Vu, Vu)) de = 1)6—1_0, do. (2)
Q on On

Assumindo agora que u, v € C?(Q), trocando u por v (2) e subtraindo as identi-
dades obtemos a segunda identidade de Green

ou ov
/Q(UAU — uAv)dx = /8Q <va—ﬁ — u8_ﬁ> do. 3)

Como consequéncia da primeira identidade de Green temos a seguinte propo-
sicao
3.1 PROPOSICAO. Sejau € C1(Q) N C?(Q) uma fungdo harménica em Q.

1. Se Ou/On = 0 em 0f) entdo u é localmente constante em S);

2. Vale a seguinte identidade

ou
—do = 0.
O

Demonstracdo. Ambos os itens seguem da primeira identidade de Green (12)).

Para (1.) tome v = v e para (2.) tome v = 1. []

4 A propriedade da média

Denotaremos a esfera de raio R > 0 e centrada em o € RY por S r(xg) =
{z € RN |z — 29| = R} e a bola aberta de raio R > 0 e centrada em x(, € RY
por Br(zg) = {r € RY |z — 29| < R}. Note que Bg(zy) é um aberto com



fronteira regular. A passagem a coordenadas polares em RY \ {0} ¢ feita com
as identidades

r=ry, r=lz|, |yl =1,
dr = rV"tdrdo(y),

em que do € a medida de superficie em S1(0). Denotaremos a medida da esfera

unitdria em RY por
WN = ‘51(0)‘ = / do.
S51(0)

Nosso objetivo agora € calcular wy e para isso introduzimos a funcdo gama
0.}
[(x) = / et tdt, x>0.
0

Um simples cdlculd| mostra que I'(x + 1) = 2'(x). Ademais I'(1) = 1, logo
temos ['(n) = (n — 1)! paran € N. Da identidade

(0.8} o0 5
/ e 12 dt = 2/ e % ds,
0 0

segue que I'(1/2) =/7. Agora

logo

1 d x rx—1 43
use &t =uxt e integre por partes.



Assim, para N = 2k temos ['(N/2) = (k — 1)! e portanto

Wor =

(k—1)V
Por outro lado, para N = 2k + 1 temos

['(N/2) =T(k+1/2) = (k — %) (k: - g) ...%p(m) ~1r1/2)[] (k C2a-1

=1

portanto
ok+1 1k

T ok )2k —3)- - 1

Podemos também calcular o volume da bola

|Br(20)| = [Br(0)]

= / dz
Br(0)
R

:/ / Nt do(y) dr
0 JS1(0)

o RNCU N
N
Aplicando o teorema da divergéncia (I)), temos a identidade

N|Br(0)] = /S (ol R)doty) = AiS0)]

o que implica |Sg(zy)| = wy RN 1. Por fim, faremos uso constante do seguinte
fato

f(y)do(y) = RV f(Rz)do(z),  feC(Sg(0)). )
Sr(0) 51(0)

Para a demonstragcdo da férmula acima veja o exercicio 8.

4.1 TEOREMA. (A PROPRIEDADE DA MEDIA PARA FUNCOES HARMONICAS)
Sejam Q0 C RN um subconjunto aberto e v uma fungdo harménica em ). Se

Br(xg) tem fecho contido em <) entdo
1

U([EO) - ‘SR(SUO)‘ Sn(a0) U(y) dO'(y)

9

)



4.2 OBSERVACAO. Aplicando (4) no Teorema [4.1] obtemos

o) = o w0t

T RN T /SR(O) u(zo +y)do(y)
= — u(zg + Rz)do(z).
N J51(0)
Demonstragdo (do Teoremad.1)). Definimos
1
v(z) =< v — x|V

—log |z — zy|, N =2.

N >3,

Um cdlculo direto mostra que v é harmdnica em RY \ {z}. Faremos a demons-
tracdo para o caso N > 3, o caso N = 2 tem demonstracdo andloga. Para
0 < e < R, sejaU. = Bg(xg) \ B:(xg). Aplicando a segunda identidade de
Green (3), temos

u(®) () - () 2(y) ) do(y) = 0.
/3U5< on on )

Como v é constante em cada componente de OU. = Sgi(x¢) U S.(xg), podemos
aplicar a Proposi¢do [3.1]e concluir

ov
[ gt = [ gty

Para y € Sg(xg), temos




logo

(2— N)R"Y /

Sr(zo)

u(y)do(y) = (2 — N)e' ™ / u(y) do(y),

Se (CU())
c portanto

1 1
S — do(y) = ———— d —
RV /S . u(y) do(y) e /S . u(y) do(y) u(xo),

quando ¢ — 0, pois u € continua em xy. De fato, para formalizar esta dltima
afirmacao seja n > 0 arbitrario e tomemos J > 0 tal que

|z — x| <0 = |u(z) — u(zo)| <.

Certamente podemos escrever esta propriedade assumindo que a bola de centro
xo eraio 0 > 0 estd contida em €2. Logo, se 0 < ¢ < 4,

v [ ) dety) ~ (e
€ Se (o)

WN
e [ ) doty) — ulan s [ o) <
u o(y) — u(x o
wye ! Se (o) y / " wyel ! Se (o) Y=
), )
— u(y) — u(xg)| do(y) < do(y) = n,
g SE(%)\ () = wlwo)ldo(y) < ——5= . (y) =n
o que demonstra nossa afirmagao. [

4.3 COROLARIO. (A PROPRIEDADE DA MEDIA VOLUMETRICA) Sejam ) C
RN um subconjunto aberto e u uma fun¢do harménica em ). Se Bg(xo) tem

fecho contido em () entdo
1
u(zy) = —=———— u(zx) de.

|Br(20)| J (o)
Demonstracdo. Para 0 < p < R, temos

1

o) == [ uao + py) doty),
WN J$(0)

logo

R R
N 1 N
| utdo=— [ [ utaot o) doty) dp
0 WN Jo JS(0)
11



e portanto
N

RNON ) By (o)

u(xg) = u(zx) de.

[]

4.4 COROLARIO. (Principio do mdximo, forma forte) Seja Q0 C RY um subcon-
junto aberto e conexo. Seja u € C*(Q2) harménica. Suponha que supu = a <
00. Se existir g € 2 tal que u(xy) = a entdo u = a em 2.

Demonstracdo. Por hipdtese o conjunto
A={z € Q: u(x) =a}

€ ndo vazio. Como A € claramente fechado em §2 (por que?) e também como ¢ é
conexo, bastard mostrar que A € aberto em (2. Seja entdo z, € A e tomemos uma
bola B, (z.) com fecho contido em 2. Como a = sup u temos, pela propriedade
da média volumétrica,

N
a—u(x)}de =0,
LLJNRN Br(z*)Laui
>

de onde concluimos que u(x) = a para € B,(x.). A demonstracdo estd
completa. ]

Nosso objetivo agora € provar a reciproca do Teorema

4.5 TEOREMA. Seja u € C(S2) e suponha que para cada x € ) temos

1
W) = gy [, () a0t
R\Zo

sempre que 0 < R < d(xg, Q) (distdncia de xy a 0N2). Entdo u € C*() e u é
uma fungdo harmonica em ).

Antes de apresentar a demonstracdo do Teorema4.5], precisamos desenvolver
algumas ferramentas

4.6 DIGRESSAO. (FUNCOES TESTE) A funcdo

Yt >0
h(t) — e ) )
0, <0

12



¢ de classe C'™° em R, logo a fun¢o g(t) = h(1 — t)h(1 4 t) € de classe C™, se
anula fora do intervalo [—1, 1] e vale g(0) > 0. Para x € RY, definimos

ot = Aglle). eom 4= ( [ glofran)

Segue que ¢ € de classe C™ em RY, se anula fora de B;(0), vale Jo=1epé
radial, ou seja, o valor ¢(z) s6 depende de |z|. Para cada € > 0, definimos

I /x N
p(v) = E—NSO(E) , reRY,

de modo que ¢, é de classe C* em R”, se anula fora de B.(0), vale Jp-=1e
@, € radial.

Demonstragao (do Teoremal[4.5) Para cada ¢ > 0, considere o conjunto
Q. ={reQ: d(z,00) > e}

e a fungdo
Uie) = [ ele = pulo)d,

definida para = € €).. Note que, na integral, a varidvel y é restrita a B.(z), cujo
fecho esta contido em (2. Isto torna U. bem definida e, de fato, de classe C'*° em
(). (derivagao sob o sinal de integragao). Mostraremos abaixo que para x € ().,
tem-se U.(z) = u(x), o que pela arbitrariedade de ¢ > 0 permite concluir que u

13



é de classe C*°. De fato

00 = o [ e(FY) utwray

/Sl / w(e — erg)p(rg)r " dr do(j)
_ /0 “1g(2) (/Sl()u(x—sry)da( )) dr

N 7

— Au(x) / oty

=wnu(z)
= u(zx), x € ().

Resta mostrar que a funcao u € harmodnica e para isto faremos uso do seguinte
lema:

4.7 LEMA. Sejamv € C?*(Q), 29 € Qe para 0 < r < d(xg, Q) defina

A(r) = /S o )dots)

Entdo

Ny =r [ o)

Assumindo a validade do lema por um momento vamos concluir a demons-
tracdo do teorema. Aplicando o Lema .7 com u substituindo v e observando
que entdo A € constante seguird que

ou /
—do Audz,
/ ) ol v) = B, (x0)

quaisquer que sejam zp € Qe 0 < r < d(xg, ). Assim Au = O em Qe
portanto resta agora demonstrar o Lema4.7]

14



Demonstragdo. (do Lema Um cdlculo direto fornece
N0) = [ (Fola ).y doly)
51(0)
= fr’lN/ (Vu(zg+ 2),2/rydo(2)
5r(0)

_ N /S (T = o)) doy),

de onde segue a conclusdo. [
4.8 COROLARIO. Toda fun¢do harménica é de classe C™.

4.9 COROLARIO. Seja {u,} uma sequéncia de funcoes harménicas em (). Se
u, — u uniformemente sobre os compactos de €, entdo u é uma fungdo harmo-
nica.

Demonstrag¢do. A fungdo u € continua pois € limite uniforme sobre os compactos
de €2 de uma sequéncia de funcdes continuas. Para provar que u é harmonica
basta entdo mostrar que u satisfaz a propriedade da média. Seja entdo Bg(zy)
uma bola com fecho contido em 2. Como cada wu,, ¢ harmdnica temos

1
—_—— u,(y) do(y).
pe =l IRAULLY

Passando ao limite estas igualdades quando n — oo segue a propriedade dese-
jada, uma vez que a convergéncia uniforme sobre os compactos de {2 da sequén-
cia {u, } implica

1 1
_ u,(y)do > u(y)do(y).
e [, ) = e [ udoty)

Un () =

[]

4.10 COROLARIO. Seja Q C RN um subconjunto aberto e limitado. Suponha
que o problema de Dirichlet para ) possui solugcdo sempre que o valor na fron-
teira for a restri¢do de um polindmio em RY. Entdo §) é um aberto de Dirichlet.

Demonstracdo. Seja vy € C(0f2). Pelo teorema de Weierstrass existe uma
sequéncia {p,} de polindmios em RY tal que p, — uy uniformemente em o).

15



Para cada n existe u, € C*°(Q2) N C(Q2) harmonica em (2 satisfazendo u,, = p,
em ON. Pelo Corolério

max [t — up| = max [t — up| = max |pm — pu] — 0 quando m,n — oo.

Pelo critério de Cauchy para convergéncia uniforme, existe u € C() tal que
u, — u uniformente em (). Em particular u = uy em 0f). Finalmente, pelo
coroldrio anterior u é¢ harmdnica, e portanto de classe C'™ em (). []

Vimos que toda solugio de classe C? da equagdo Au = 0 é automaticamente
de classe C*°. Na realidade podemos dizer mais: toda fun¢do harmonica € de
fato real-analitica. Lembremos que se 2 C R é aberto e se f € C™((2) entdo
f € real-analitica se para cada ponto xy € {2 a série de Taylor de f centrada em
xo converge para f, uniforme e absolutamente, em uma vizinhanca de xy. Uma
propriedade equivalente € a seguinte: f € C°°(€2) € real-analitica se, e somente
se, para toda bola fechada B contida em {2 existem constantes C' > 0 e h > 0
tais que

sup |0%u| < Chlall, o€ /o (5)
B

4.11 TEOREMA. Toda fungdo harménica u em um aberto Q de RY é real-
analitica em S).

Demonstragdo. Como u € de classe O™ ¢é fécil entdo ver que 0%u também &
harmonica, qualquer que seja o« € ZY. Sejam zp € Q e R > 0 tal que Br(xo)
tem fecho contido em Q2. Se j € {1,..., N} aplicando a propriedade da média
volumétrica para Ou/Jx; obtemos

ou N ou

(9_:13]-(3:0) ~ wyRN Br(x0) a—xj(x)dx
Seja X () = (0, u(x),0,...,0), onde u(zr) aparece na j-ésima posigdo.
Entdo div X (z) = (8u / O0z;)(x)e portanto pelo teorema da divergéncia,
50 = g [, (X)L =)/ Ry doty)
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
O )| < 2 sup .
O B §p(ao)

16



Sejam B C B’ C 2 bolas fechadas com raios r e 1’ respectivamente, r < 7.
Aplicando a desigualdade precedente para um ponto arbitrdrio rg € Be R =
r’ — r obtemos

ou
ij

N

—rl—r

sup

sup |ul, j=1,...,N. (6)
B B

Estamos agora em posi¢do para concluir a demonstra¢ao do teorema. Fixemos
B, (x,) uma bola com fecho contido em € e seja d > 0 tal que a bola B, 4(x)
também tenha fecho contido em 2. Seja o um multi-indice e aplique (6)) iterada-

mente, para as bolas B = B, ;_1)a/|a|(7+) C B = B,/ (7). i = 1,...,|al.
Obtemos ol o
Na «
sup |D%| < ;j‘ sup |ul.
BT(‘T*) d Br+d(x*)

Uma vez que n" < e"n! para todo n € N provamos que u satisfaz () e portanto
u € real-analitica em (). A demonstracdo estd completa. [

4.12 COROLARIO. (PRINCIPIO DA CONTINUACAO UNICA PARA FUNCOES
HARMONICAS) Sejam Q0 C RY aberto e conexo e u harmoénica em Q). Se u
se anula de ordem infinito em um ponto de ) entdo u se anula identicamente.
Em particular, se v se anula em um aberto ndo vazio de ) entdo u se anula
identicamente.

5 Potencial newtoniano

O potencial newtoniano € dado pela expressao

1
— N >
N Doy VP

1
—1 N = 2.
5 og ||,

B(r) =

Demonstra-se que E é uma fungdo harmdnica em RV \ {0} e pertence a L} (RY).
Para esta dltima informagao basta mostrar que E ¢ integravel em B;(0) e isto se-
gue facilmente se escrevermos a integral de — F/(x) sobre B;(0) em coordenadas

polares.

17



5.1 TEOREMA. (TERCEIRA IDENTIDADE DE GREEN) Seja Q C RY um aberto
com fronteira regular. Seja v € C*(Q)). Para todo x € Q) vale

o) = [ B dutys [ (a5 @ =)~ B =) 50) ) doto)

)
Demonstragdo. Fixe x € Q. Para 0 < ¢ < d(z,00), seja U. = Q \ B:(z).
Temos

/Ug E(z —y)Au(y) dy =
/asz (E(a: — y)%(y) — u(y)g—;(az - y)) do(y)

- E(z —y) aﬁ (y) — u(y) a? (z —y) ) do(y).
/se(x) ( o o,

Usando VE(z) = z/(wy|z

N ) qualquer que seja N > 2, podemos passar ao

limite
iy [ E(r— p)duly)dy = | Bl - y)du(y)dy,
e—0 U. QO
. ou
lim . Bz —y)57 (¥)doly) =0,
i [y o) doty) =l —— o [ aty)doty) = u(a)
1m u €r — o = lim — U o — ulx
e—0 S.(x) J 055 Y Y e—=0 WNEN_l S.(z) Y Y ’
e segue a tese. [

5.2 COROLARIO. Seja u € C?*(RY) uma fun¢do com suporte compacto, isto é,
u se anula no complementar de um subconjunto compacto de RY. Entdo

u(x) = /RN E(z —y)Au(y)dy, =€ RY.

6 Funcao de Green

Seja 2 C RY um subconjunto aberto e suponha que para cada x € €2 o seguinte
problema de Dirichlet tenha solucao

Av, =0, em €2,
(7)
v, =E(x— ), emod,
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com v, € C?(Q). A fungdo de Green para Q) é dada por
G(z,y) =E(x —y) —v.(y), (z,y) € (Q@xQ)\{(z,2):2€Q}.

Como fungdo de y, a fungdo G(z, - ) é harmonica paray # x e G(z, -) = 0 em
092.

Suponha agora que € seja um aberto com fronteira regular. Seja u € C%(Q) .
Aplicando o Teorema (terceira identidade de Green), temos

uw) = [ Gleput)dy+ [ o) dulw)dy
0G ov, ou
Ao — U2 \Y) 55 d .
# [ (005 ) + ) G0 — v 55 ) ) ol
Por outro lado, a segunda identidade de Green (3) nos da

/a ) (u(y)ggz (y) - m(@%(y)) do(y) = — /Q ve(y) Au(y) dy.

Portanto, temos a seguinte identidade (denominada formula de Poisson)

u(z) = / Gl y)Au(y) dy + /a Qu<y>§—;<x,y> do(y).

Em suma, temos o seguinte teorema

6.1 TEOREMA. Seja Q C RYN um aberto um aberto com fronteira regular. Se
u € C*(Q) é solugcdo do problema

Au=f, emf(l,
u=uy,  emOS),
em que f € C(Q) e uy € C(09), entdo
0G
ue) = [ Gl s+ [ wl)ge @) dol),
Q 09 Ly

6.2 EXEMPLO. (FUNCAO DE GREEN PARA A BOLA UNITARIA) Consideremos
Q= B1(0),com N > 3. Ou seja, temos

1
Ex—vy)= —— o —y]*N ,
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Sejax € B1(0) \ {0}. A fungdo dada por v,(y) = |z|>"VE(z* — y) é harmonica
em B;(0) quando z* ¢ B;(0). Tomemos z* o simétrico de = com rela¢do a
S1(0), ou seja, tomemos z* = x/|z|?. A propriedade fundamental de x* é

|z —y| = |z|[z" —y[, paraly|=1.

De fato

<£U —Y,x _y> = W_W<xay>+ ‘y|27
logo
722" —y? =1 —2(z,y) + |2* = |x — y|~

Portanto temos v, (y) = E(z—y) se |y| = 1 e x # 0. Quando = = 0, temos E(0—
y) = 1/(wn(2—N)) para |y| = 1. Logo podemos tomar vy(y) = 1/(wn(2—N)),
Yy € T(O)

Conclusdo Para cada x € 2 = B;(0) resolvemos o problema de Dirichlet (7) e,

portanto, a fun¢do de Green para B;(0) é dada por

E(x —y) — |2 "YE(@@* —y), =#0,

G(x,y) = 1 8

em que z* = x/|x|?.

6.3 OBSERVACAO. Um raciocinio andlogo ao do Exemplo [6.2] permite concluir
que a funcéo de Green para B1(0) quando N = 2 ¢

1 1 .
oo log |z —y| = - loglellz” —yl, #0,

G(z,y) = 4 9)
5= log |yl r =0,

27
em que 7* = x/|x|?
6.4 EXEMPLO. (NUCLEO DE POISSON PARA A BOLA UNITARIA) Dando con-
tinuidade ao estudado no Exemplo temos para x # 0

0G 1 T — x| N(g* —
(- M) )

— \L,Y) = -
o, Y = o\ T T e =y
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e usando o fato
]~ 1

[z —y|N | =y

segue

0G 1

1 — |z|?
Y

— (10)
wN\fU - 3J|N

2
y—xr+x—|x|°y,y) =
wa_mN< z[*y, )

E um exercicio verificar que a férmula (I0) também vale quando N = 2. A
funcdo K definida pela férmula ¢ denominada niicleo de Poisson para B;(0).
O ntcleo de Poisson possui as seguintes propriedades (exercicio)

1. Quaisquer que sejam x € B1(0) e y € S1(0), temos K(x,y) > 0;

2. Paratodo x € B;(0), vale
| Ky)doty) =1
51(0)

3. Quaisquer que sejam = € B;(0) ey € 51(0), temos A, K(z,y) = 0 (exer-
cicio 5);

4. Se u € C*(B1(0)) e Au = 0 em B;(0), entdo
uo)= [ Kl doly), =€ Bi(0)
S1(0)

6.5 TEOREMA. (SOLUCAO DO PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A BOLA UNI-
TARIA) Seja ug € C(51(0)). A fungdo dada por

K(z,y)ug(y)do(y), x € B1(0),
sy 2 VL K@) o). x e 5O

uo(x), x € 51(0),

é harmonica em B;(0) e continua em B1(0).

Demonstrag¢do. Derivando sob o sinal de integracao, a propriedade (3.) do nu-
cleo de Poisson implica que u € harmonica em B;(0). S precisamos entdo
mostrar que u é continua em yy € S1(0), arbitrario. Ou seja, temos que mostrar

lim /51(0) K(z, y)uo(y) do(y) = uo(yo)- (11)

Bl (O)Bx%yo
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Aplicando a propriedade (2.) do nucleo de Poisson, temos

| K gun() dotw) ~ wlw) = [ K g)(uo(s) - unlon) dow)
51(0) S1(0)

Escrevamos esta dltima integral como /7 + [ em que

I = / K(z, y)(uo(y) — uolyo)) do(y),
Vo

I = / K(z, y) (uo(y) — uo(yo)) do(y).
S1(0)\Vo

e Vo € uma vizinhanga de y, em S;(0) que escolheremos a seguir. Seja ¢ > 0.
Tomemos Vj tal que se y € V4, entdo |up(y) — uo(yo)| < /2. Aplicando as
propriedades (1.) e (2.) do nucleo de Poisson, temos

£
g [ Kado) =3

Para a outra parcela, temos

1o < 2sup |ug| K(z,y)do(y),
S1(0\Vo

mas
lim / K(z,y)do(y) =0,
(0)\Vo

Bl (O)Bxﬁyo S (0

uma vez que para x préoximo de yy o denominador em ((10) serd limitado inferi-

ormente e o numerador em (I0) tenderd a zero. Portanto, existe 0 > 0 tal que
|I] <e/2sex € B1(0)N Bs(yo). O

6.6 OBSERVACAO. Seja uy € C(Sgr(z)). Entdo a fungao
51(0) 2 y — uo(zo + Ry) € C,

(
é continua em S1(0). Seja U € C(B1(0)) harménica em B, (0) tal que al que U(y) =
uo(wo + Ry) paray € S1(0). Definau(x) = U((x —x9)/R), v € Br(z). Entio
u € harmdnica em Bp(z(), continua em B R(:CO) e coincide com uy em Sg(xy).
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Se x € Br(zy), temos

u(z) = /51(0) K(x ;{EO, y) uo(wo + Ry) do(y)

1 r—x9 %
:RNl/S (O)K<TO,E> UO(I'()"‘Z)dO’(Z)

1 T =Ty Y— 2o
= K

_ / K (2, 9)u0(y) do(y),
Sr(zo)

em que
1 R%?— |z — x)?

wy R ‘35 - y‘N

KR,./L'O (x7 y) =
A funcdo Kp ., é denominada niicleo de Poisson para Br(xy).
A seguir, apresentaremos algumas consequéncias do Teorema [6.5]

6.7 TEOREMA. (SINGULARIDADES REMOVIVEIS) Seja Q@ C RY um subcon-
junto aberto e seja xy € ). Se u é uma fungcdo harménica em Q \ {xo} tal
que
, u(x
lim L =0,
T—=To E(ZE — SU())
entdo existe 1 harménica em <) tal que 4 = u em Q \ {zo}.

Demonstracdo. Suponha que N > 3 (a demonstragdo para N = 2 € andloga).
Podemos supor que u é uma funcdo real. Seja 0 > 0 tal que Bs(xg) € 2. Seja
v a fun¢@o harmdnica em Bjs(zg) tal que v = v em Ss(xg). Sejaw = u — v em
Bs(z0) \ {0} (note que w é real e é harménica em Bs(xg) \ {z0}). E suficiente
mostrar w = 0. A hipétese sobre u garante a validade do seguinte limite

. w(z) _
51311—>I£710 ‘l’ — :L‘()P*N — 62N =0
Logo, dado € > 0, tome 0 < r < 0 tal que
lw(z)| < e(|lz — 2o — 527, Vo € Br(zg) \ {zo}
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Observe que a fungdo x — £(|z — zo|>™» — 627V) é positiva e harmonica em
Bs(zo) \ Br(z0), vale zero em Ss(x() e é limitante superior de |w(x)| em S, (o).
Aplicando o Coroldrio [2.4{(principio do maximo) para +w(x) — e(|z — x> —
62~NY em Bjs(xg) \ B, (), podemos concluir

lw(z)| < e(|lz — 2ol — 627, Va € Bs(zg) \ {zo}
Como ¢ € arbitrario, segue que w = 0. ]

6.8 EXEMPLO. (ZAREMBA) Seja 2 = B4(0) \ {0}. E considere o seguinte
problema de Dirichlet

Au=0 em ¢,
u(z) =0 em S1(0),
u(0) = 1.

Suponha que o problema acima admita uma solucdo u € C?(2) N C(). Como
u € limitada em €2, podemos aplicar o Teorema (singularidades removiveis)
e concluir que u € harmdnica em B;(0). Logo, pelo Corolario (principio do
maximo), temos u = 0 em B;(0), uma contradi¢do. Portanto, o problema de
Dirichlet acima ndo admite solugio em C?(Q) N C(Q).

Para o que segue, denotaremos
H={zecRY: 2= (2,...,25), x> 0}.

6.9 TEOREMA. (PRINCIPIO DA REFLEXAO DE SCHWARZ) Seja u € C(H) uma
fungdo harmonica em H. Suponha que v = 0 em OH e defina

Entdo 1 é harmoénica em RY.

Demonstragdo. A fungio @ é continua e harmonica em RY \ 9H. Temos que
mostrar que @ € harmdnica em uma vizinhanca de um ponto arbitrario de OH.
Sejam xy € OH e § > 0 arbitrdrios. Seja v € C(Bs(z¢)) a fungdo harménica
em Bs(xg) tal que v = % em Sy(xg). Mostremos que v = 0 em Bj(xy) N H.
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De fato, pondo v*(x) = —v(x1,...,2x_1, —2N), * € Bs(xg), temos que v* é
harménica em Bj(z) e para x € Ss(xg) temos

vﬁ(x) = —v(r1,...,xN_1,—TN) = —U(T1,...,xN_1, —2N) = U(x) = v(T),

logo v* = v em B;(xy), i.e., a fun¢io v é impar em z, e portanto v = 0 quando
xy = 0. Considere w = 4 — v. A fun¢do w é harménica em Bs(xy) N H,
continua em Bj(z() N H e vale zero na fronteira deste conjunto, portanto 4 = v
em Bj(xg) N H. Analogamente, temos % = v em Bs(zo) N {x € RY 2y <
0}. [

7 A desigualdade de Harnack

7.1 TEOREMA. Seja u uma fungcdo harménica em Br(xy) tal que u > 0 e seja
x € Br(xg). Entdo

R N2 Rz — R N=2 R4 o — a0
- - [ . < < .
<R+x—xo|> R+|x_x0|u(x0)_u(1:)_ <R—|x—m0> R—|x—x0|u(x0)

Demonstragdo. Tome |x — x| < p < R. Temos

u(z) = LT =m0l / ) o),

pWN (o) [y — Y

ep—|r—xo <|y—2x| <p+|x— x|, paray € S,(zp). Como u > 0, temos

2 2
p° — |x — x| 1 /
u(y) do(y) < u(z)
PWN (p+ |z —20D)Y Js,(20)
p* — |z — xof? 1

u(y) do(y),
PR /SM (v) doly)

IA

entao basta usar

" u(y) do(y) = wyp™ u(xo),

simplificar e fazer p — R. []

Um maneira mais simples de se enunciar o resultado precedente € a seguinte:
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7.2 COROLARIO. Seja u uma fun¢do harménica em Br(xy) tal que u > 0 e
seja ) < r < R. Entdo

(g;:)NU(:U/) < ufz) < (gf:)Nu(x'), Ve, o' € B,(xo).

Demonstragdo. Aplicando o Teorema 7.1} temos

R\ ?2R—v R\ ?R+r
< <
<R+r) R+rwﬂ0_u@)_<R—r) R0,

para x € B,.(x() ja que neste caso |x — xo| < r. Agora, se u = 0 em Bp(x),
entdo a desigualdade é 6bvia. Caso contrdrio, temos u > 0 (Coroldrio #.4) e
basta escrever a desigualdade acima para u(z') e fazer uma divisdo. O

7.3 TEOREMA. (DESIGUALDADE DE HARNACK) Sejam Q) C RY aberto co-
nexo e K C RY compacto. Existe uma constante C' > 0, tal que

maxu < C'minu, (12)
K K

qualquer que seja u harmonica em ), u > 0.

Demonstracdo. Antes de embarcar na demonstragdo propriamente dita, vamos
mostrar a existéncia de K’ C €2 compacto e conexo, K C K'. De fato, sejam
By, ..., B, C () bolas fechadas tais que K C U;'L:1 Bj. Como (2 € conexo por
caminhos, dados ¢ < j em {1,...,n} podemos determinar ~;; : [0,1] — Q
continua com 7;;(0) € B;, 7;;(1) € B;. Logo

n
K'= ) B;ul (0. 1))
j=1 i<j

€ conexo por caminhos, compacto, estd contido em ) e contém K.

Retornemos agora a demonstragdo do teorema. Fixemos u harmdénica em €2,
u > 0. Em virtude da forma forte do principio do maximo aplicado a —u pode-
mos assumir v > 0. Também, em virtude da observacdo precedente, podemos
assumir /& conexo. Tomemos, entdo, uma cobertura finita { B, ..., B,} de K
formada por bolas fechadas contidas em (). Pelo Coroldrio [7.2] existe D > 0 tal
que u(z)/u(y) < D, para quaiquer z,y € Bj e qualquer j =1,...,n.

Fixemos x € K e consideremos o conjunto S, C K formado pelos pontos
y € K satisfazendo:
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* Existe uma sequéncia (iy, .. ., %,,) de elementos de {1,...,n} tais que = €
B,y € B;, eB;,NB;, #0paratodojc {1,...,m}.

Li+1

E muito facil ver que S, e K\ S, sdo abertos em K. Como K é conexo
segue que S, = K paratodo z € K. Assimse x,y € Kentioy € S, ¢
portanto podemos tomar (g, . . ., i,,) como descrita acimacomz € B;,y € B
Tomando y; € B;, N B;,,, podemos estimar

im*

u(z) _ u(z) .U(yl) m“(?Jm—l)
uly)  uly) ulye)  u(y)
Definindo C' = max{1, D"} obtemos

< DTTL

u(z) < Culy), =yekK,
propriedade esta que é equivalente a (12). O]

Daremos a seguir dois importantes resultados que seguem da Desigualdade
de Harnack.

7.4 COROLARIO. (TEOREMA DA CONVERGENCIA MONOTONA DE HARNACK)
Sejam Q0 C RY aberto e conexo e {u,} uma sequéncia de fungées harmonicas
em () tal que u, < u,1, Vn € Z. Entdo ocorre um dos dois casos

1. Existe xy € S tal que {u,(xy)} € limitada. Neste caso, a sequéncia {u,}
converge uniformemente sobre os compactos de ) (para uma fungdo harmo-
nica);

2. Para todo x € €, temos limu,(z) = oo. Neste caso, temos u, — o0
uniformemente sobre os compactos de ).

Demonstracdo. Considere os conjuntos
0 = {x € Q: supu,(x) < oo},
n
Qy ={z€Q: supu,(z) =o0}.
Vamos mostrar que €2; e €2, sdo abertos. Se x; € € tome r > 0 tal que B,.(z1)

tem fecho contido em 2. E uma simples consequéncia do corolério n a exis-
téncia de C' > 0 tal que

0 < Upip(r) — up(x) < Clupsp(rr) — un(z1)), Vo € By(x1), Vn,p e N
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Assim B,.(z1) C ©; e {u,} é uniformemente convergente em B, (x;). Em parti-
cular §2; € aberto. Do mesmo modo, assumindo que x5 € {25 se tomarmos p > 0
tal que B,(z2) tem fecho contido em (2 entdo B,(x1) C s e {u,} diverge uni-
formemente para +o0o em B,(z2). Em particular () é também aberto e a tese
segue do fato de €2 ser conexo. [

7.5 COROLARIO. (TEOREMA DE LIOUVILLE) Seja u uma fungcdo harménica
em RY e real. Se supu < oo ou infu > —o0o, entdo u é constante. Em outras
palavras, se u é harmoénica em RY entdo ou u é constante ou a imagem de u é
igual a R.

Demonstra¢do. Considerando —u se necessdrio e subtraindo uma constante con-
veniente podemos assumir u > 0. Aplicamos o Corolério[7.2, com 2’ = 0e x €
RY arbitrario. Tomando r > |z| e fazendo R — oo segue u(z) = u(0). O

O problema de Dirichlet para H consiste em, dada uy € C'(OH), determinar u
harmonica em H, continua em H e satisfazendo u = u em OH. Este problema
ndo goza de unicidade pois se u é uma solug@o entdo u(z) + xy também sera.
Teremos unicidade, entretanto, se nos restingirmos ao ambiente das funcdes li-
mitadas.

7.6 TEOREMA. Seja u é harmonica em H, continua em H e limitada. Se u = 0
em OH entdo u é identicamente nula.

Demonstracdo. Pelo teorema existe © harmdnica em R coincidindo com u
em H; além do mais, dada a representacdo explicita de % no teorema [6.9] segue
que u € limitada se u o for. Pelo Teorema de Liouville u é constante. Como
porém « se anula em OH segue que u, e a fortiori u, se anula identicamente. [

Uma versdo, em uma dire¢cdo um pouco diferente, do Teorema de Liouville
pode ser obtida simplesmente usando a propriedade da média volumétrica.

7.7 TEOREMA. Seja u uma funcdo harmoénica em RY. Suponha que existam
constantes C > 0 e 0 € [0, 1] tais que

lu(z)| < C(1+ |z]%), = € RY. (13)

Entdo u é constante.
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Note que este resultado € preciso uma vez que uma fungao polinomial de grau
1 em RY é uma funcdo harmonica que satisfaz (13]) com 6 = 1.

Demonstragdo. Sejam z € RY fixado e r > 0. Pelo que foi apresentado na
demonstracdo do Teorema[4.11] temos a validade da seguinte desigualdade:

0 N
5o )| S T p el j=1 N

T S.(x)

Agora, se y € S,.(z) entdo |y| < |z| + r e, portanto,

F()| < S+ (ol + 1))

Fazendo » — oo e usando que § < 1 concluimos que (Ou/0x;)(x) = 0, para
todox € RV etodo j = 1,..., N. Isto conclui a demonstracio. ]

8 O principio do maximo de Hopf

O principio do maximo de Hopf fornece uma estimativa para a derivada normal
exterior de uma funcdo harmodnica em um ponto onde seu maximo € atingido.
Para simplificar vamos enuncid-lo somente para a bola unitéria (a extensao para
uma bola aberta arbitraria € imediata). A demonstracdo foi extraida da mono-
grafia "Notions of Convexity"de Lars Hormander, Modern Birkhduser Classics,

2007. Um versao mais fraca deste resultado encontra-se enunciada no exercicio
32.

8.1 TEOREMA. (PRINCIPIO DO MAXIMO DE HOPF) Seja u continua em B1(0),
harmonica em B, (0) e seja xy € 51(0) tal que u(xz) = maxg g u. Entdo existe
o limite ,
i 4(t20) — u(o)
t—1- t—1

= N, € [0, 00].
Além disto,

2
1 — |z

N-1
0 <u(zg) —ulz) < (1+|z|) < ) N, € B1(0). (14)
Em particular, N,, > 0 se u ndo é constante.
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Demonstragdo. Iniciando lembrando que estamos denotando por K(z,y) o nu-
cleo de Poisson para a bola unitdria. Assim, podemos escrever

u(tzo) — ulzo) = / K(tzo, ) [uly) — u(z0)] do(y)

S1(0)

e, portanto,

u(tzg) — u(xo) _ /S ) K(tzo, y) [u(y) — u(xg)] do(y).

t—1 t—1
Desde que

K(tzo,y) _ 1 1— ‘t$0|2 _ I —(1+1)
t—1  wy (t=Dltzg —ylV  wy |tz —y|N

podemos finalmente escrever

u(try) — u(xo) 1 / Lt fula) ula) do(y).
S1(0)

t—1 WN [txg — y|v

Note que este ultimo integrando € maior ou igual a zero, pois u assume seu
maximo em x,. Notemos, agora, que podemos assumir
u(tzy) — u(xo)

lim inf < 00
t—1- t—1

ja que, caso contrdrio, teriamos N,, = oo e a conclusdo seria imediata. Pelo
lema de Fatou temos, entao,

i u(wo) — u(y)
wn Js,0) 1ro —y¥

Ny, = do(y) < oo.

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue segue que

t _
lin 20 —ulzo)
t—1- t—1

uma vez que |zg — y| < 2|txy — y|, para 0 < ¢t < 1. De fato,

|z — y| < |xg —txg+txg—y| < (1 —1t) + |txg — yl.
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Como, também, |txy — y| > |y| — t|xg| = 1 — ¢, fica provada nossa afirmagao.

Neste ponto ja € possivel concluir que N,, > 0 se u ndo for constante (por
que?). Procederemos, porém, a demonstracdo da estimativa (14]), que fornece
uma conclusao mais precisa.

Se x € B1(0) temos

0 < ula) —u(w) = —— [ L2l ag) — u(y) doty).

WN J5:(0) |z —y|V
Mas | | 5
Lo — Y
S ) ye Sl(o)u
[z —yl — 1 -z
de onde (14) segue imediatamente. O]

9 Teoria espectral e expansao em auto-funcoes

Lembremos que C*°(€2) denota o subespaco de C'*°(£2) constituido por todas as
fungdes que se estendem como fungdes infinitamente diferencidveis definidas em
um aberto que contém 2. No caso em que €2 é um aberto com fronteira regular é
possivel demonstrar que u € C'™ (ﬁ) se, € somente se, todas as derivadas parciais
de u se estendem continuamente a ).

Dado Q C R um aberto com fronteira regular e A € R consideremos o
problema

(15)

A+ Au = 0 em €2
v = 0 em Of).

9.1 DEFINICAO. Dizemos que A é um auto-valor para o operador de Laplace em
Q) (com condigdo de Dirichlet) se (T3)) admite uma solucdo u € C?(2) N C(Q)
ndo trivial. Se A é um auto-valor para o operador de Laplace em {2 entdo toda
solucao de (I5]) se denomina uma auto-funcéo associada ao auto-valor \.

E um fato ndo elementar da teoria das equacdes elipticas que toda auto-funcdo

do operador de Laplace em €2 pertence a C*°(£2). Vamos assumir este resultado
no que se segue.
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9.2 PROPOSICAO. Se A\ é um auto-valor para o operador de Laplace em () entdo
A > 0. Se u e v sdo auto-funcoes associadas a auto-valores distintos entdo u sdo
ortogonais em L*(Q)), isto é

/Qu(x)v(a:) dx = 0.

Demonstracdo. Seja u uma auto-fun¢ao ndo nula associada ao auto-valor \. Pela
primeira identidade de Green temos

/Q (@) Aw) + [ Gu(@)] dz = 0,

A= (/Qﬁu(x)\?dx) (/Q u(m)2d$> B > 0.

Agora, se u e v sdo auto-fungdes associadas aos auto-valores valores A e j res-
pectivamente, com A # p, entdo, pela segunda identidade de Green,

A /Q w(@)o(z) dz = — /Q (Auw)(2)v(z) dz =
—/Q(Av)(a:)u(x) dx =
u [ ulayoo) do,

de onde segue nossa afirmacao. ]

donde

Se A é um auto-valor para o operador de Laplace em €2 denotaremos por £(\)
0 auto-espago correspondente a A, isto é, o espaco das auto-fungdes associadas
a \. Note que F(\) é, claramente, um R-espaco vetorial e que, pela Proposi¢do
0.2, E(\) L E(1) se A # p.

O proximo resultado € uma consequéncia do Teorema Espectral para Opera-
dores Compactos Auto-Adjuntos, um resultado cldssico ensinado nos cursos de
Anélise Funcional. Assumiremos sua validade sem apresentar a demonstracao.

9.3 TEOREMA. Sdo verdadeiras as seguintes afirmacoes:

1. O conjunto dos auto-valores para o operador de Laplace em ) forma uma
sequéncia ndo-decrescente /* oo,
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2. Cada E(\) tem dimensdo finita; a dimensdo de E()\) denomina-se a mullti-
plicidade (geométrica) de \;

3. Escreva a sequéncia de auto-valores como
A< A< A<

com repeticoes de acordo com a multiplicidade de cada auto-valor. Asso-
ciado a cada \; podemos tomar uma auto-fungdo u; com norma em L*()
igual a 1 de tal forma que u; L uy em L*(Y), se j # k (note que isto é
possivel de acordo com a Proposicdo e por uma aplicagcdo do processo
de Gram-Schmidt em cada auto-espago). Entdo {u;} forma uma base hil-
bertiana de L*(0), isto é, toda f € L*(2) pode ser expressa na forma

fl) =Y cjuj(x) (16)

jeN
onde
o= [ f@w@) s jen,
0
e a convergéncia em (16)) se dd na norma de L*(12).

9.4 EXEMPLO. Seja a > 0. Vamos determinar os auto-valores e auto-funcoes
para o operador de Laplace em 2 =]0, a[C R. Neste caso o problema (15]) se
escreve como

{A“(@M”(w) = 0, z€l0,df; (17)

u(0) =u(a) = 0.
Uma vez que A > 0 a solugdo geral da EDO em se exprime como

u(z) = Acos(VAz) + Bsen(V ),

onde A e B sdo nimeros reais arbitrarios. A condi¢do u(0) = 0 implica que
devemos tomar A = 0. Por outro lado, como estamos interessados em obter uma
solugdo ndo trivial, devemos ter B # 0 e portanto a condi¢do u(a) = 0 implica
v Aa = nm, com n € N. Consequentemente os auto-valores para o operador de

Laplace em ]0, a[ sdo
22
A =— neN
a
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Note que a multiplicidade de cada A, é igual a 1, com E()\,) gerado pela fungao
x +— sen(nmz/a). Defina
2 nTx
un(z) = —sen (—) , néeN,
a a
Como a norma de cada wu,, em L*(0,]0,a[) é igual a um segue que {u,} forma
uma base hilbertiana de L?(]0, a[). Explicitamente, dada f € L*(]0, a[) podemos

escrever
2 nwx
= —chsen (—) :
a a
neN
com convergéncia em L?(]0, a[). Aqui

/f sen )dx n € N.
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Exercicios

1. Mostre que se u é harmonicaem RY e se T : RY — R" ¢ uma transforma-
¢do ortogonal entdio u o T' também é harmdnica em RY. Lembre que uma
transformagdo linear T : RY — RY € ortogonal se ('T)T = T(!T) = I, a
aplicacdo identidade.

2. Determine todas as fung¢des harmonicas em R™ \ {0} da forma u(z) =
f(|z]), onde f :]0, co[— R € de classe C2.

3. Use o resultado obtido no exercicio anterior para obter u harmonica em
QO={recRY:r <|z|] < R},onde 0 < r < R < oo, continua em ) e
satisfazendo u(x) = a se |z| = r, u(x) = bse |x| = R (aqui a, b € R).

4. Sejam {2 C RY aberto, u harmonica em 2 e zy € ). Mostre que se N > 2
entdo u~ ' {u(xy)} € infinito. E quando N = 1?

5. Fixado y € R" defina

IV il

V(x) . e R\ {y}.

Mostre que V' é harmdnica em RY \ {y}.

Cly—a|N

6. Calcule as integrais

/ y;do(y), / yypdo(y).
51(0) Sl(o)
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7.

10.

Sejam (x,y) as coordenadas em R? e considere os ODPL com coeficientes

constantes:
o . 1/0 .0 o .1/0 .0
—=—|l=——t=|, —===|=+1=].
dz 2 \0r Oy 0z 2 \0x 0Oy
Mostre que
0 0
A=4—— .
0z 0%

Sejam R > 0 e f : Sp(0) — R continua. Mostre que

)f (y)do(y) = RV f(Rz)do(z).

SR(O SI(O)

Sugestio: Mostre, primeiramente, que esta férmula é vélida para f € C?(RY)
escrevendo a expansdo de Taylor de f de ordem 1 na origem na forma

N
f(x) = f(0) + Zgj(x)% com g; € C'(RY),

e aplicando o teorema da divergéncia para o campo § = (g1, - .., gn). Con-
clua o caso geral evocando o teorema de Weierstrass.

Nas mesmas hipoteses do exercicio anterior, mostre que

| f(y)do(y) = | f(=y)do(y).

Sr(0 Sr(0

Seja 2 € RY um aberto com fronteira regular e conexo. Seja, também,
f : R — R satisfazendo tf(t) > 0 para todo t € R. Mostre que toda
solugdo u € C?(€)) do problema

Au = f(u) em Q
{ Ou/0n = 0 em OS2 )

€ necessariamente constante (aqui 7 denota a normal unitdria exterior a
0(2). Determine, também, uma condicao adicional sobre f que garanta que
toda solugdo de () se anula identicamente.
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11.

12.

13.

14.

Seja © um aberto com fronteira regular de R"Y. Usando a identidade
(Vo|? 4+ 2div ((u — v)Vu) = |Vul* + |[V(u — 0)[* + 2(u — v)Au,
vélida para u,v € C%(Q), mostre que se uy € C%(Q) satisfaz

Aug =0 em (;
up=¢g em oS,

entdo u fornece o minimo absoluto da fungao
J: M — R, Jv] = / |Vv|*da,
Q

onde

M={veC*Q):v=gemIN}.

Sejam €2 um subconjunto aberto de R" e u € C*(€2). Suponha que para
todo o € Q e todo r > 0 tal que B, (zy) C ) tem-se

ou
—=(y)do(y) =0,
/ST@O)an” )

onde, como € usual, 77 denota a normal unitéria a S, (z), exterior a B, (xg).
Mostre que entdo u € harmodnica em (2.

Seja © um subconjunto aberto de RV, ) # R", e seja v uma fung¢do harmo-
nica em ). Mostre que para cada subconjunto compacto K de €) vale a
desigualdade

N
< .
oy [ulz)] < wndist (K, 9Q)N /Q [uz)| dz

Conclua o seguinte resultado: se u é harménica em RY e se u € L'(RY)
entdo u = 0.

Seja  C RY aberto.

(a) Sejam K C ) compacto e U C € aberto tais que K C U e U é
compacto em 2. Mostre que se u € harmdnica em ) entdo

Ou < N sup [u| 7=1 n
x;| = dist(K,0U) “pp ST et

sup
K
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15.

16.

17.

18.

19.

(b) Conclua que se {u,} é uma sequéncia de fun¢des harmonicas em )
que converge uniformemente sobre os compactos de €) para u entdo o
mesmo ¢é verdade para as sequéncias {Ou,/0x;}, j = 1,..., N, com

Ouy,/0x; — Ou/0x;.

Seja (2 C RY um aberto limitado e com fronteira regular. Seja também
g € C(€). Mostre que ndo existe solugdo u € C*(QQ) para o problema

{ (Au) (z) = @),z € Q;
(Ou/0n)(y) =0, y € 9.

Aqui 7 € normal a 0f2 e exterior a €.

Seja 2 um aberto limitado de R e considere uma sequéncia {u;} de fun-
coes harmonicas em (), cada uma delas continua em ). Suponha que

1 1
max |u;(y) — ug(y)| < = +

- L, k=1,2,...
yeaQ ] :ZC’ ]7 ) <

Mostre que {u;} converge uniformemente em ) para uma fungdo u €
C'(€2), que é ainda harmonica em 2.

Seja D = {(x1,22) € R?: 2} + 23 < 1}. Suponha que exista v harmonica
em D, continua em D e que coincide com a fung¢do 22?2 em 9 D. Determine
u(0).

Sejam U = {z: 2 € RN, 2 # 0} e f € C*(U). Defina, paraz € U,
fi(x) = f(lz|w)do (w).
51(0)
Mostre que A(f;) = (Af):.

Sugestao: Utilize o teorema da divergéncia e a féormula de integracdo em
coordenadas polares.

Sejam 2 um aberto com fronteira regular de R?, u € C?(Q), z € Qe
1
E(y) = —loglyl yeR’ y#0.
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20.

21.

22.

23.

24.

Verifique a validade da féormula

. 6E($ — y) ou
ute) = [ Bla—) Sutyay [ {u<y>a—@ B - y>%<y>} do(y).

0

Proceda formalmente para determinar a fun¢do de Green e a férmula de
Poisson para o semi-espaco

H={z=(21,...,2x) €RY : 2y > 0}.

Conclua que, para N = 2, a tnica solu¢do limitada do problema de Dirichlet
para o semi-espaco xo > 0, com dado de fronteira vy € C'(OH) N L>(0H),
¢ dada por

1 oo T
_ - dy .
U(xla «:UZ) . /OO (xl _ y)2 + ZC% Uo(y) Y

Seja Q = {(x1,79) € R*: 21 > 0, 15 > 0}. Resolva o problema

Au=0emQ,u € C*(Q) NC(Q), limitada;
u(z1,0) = uo(z1), 71 > 0;
U(O,l’g) - 07 X2 Z 07

onde u € continua e limitada em [0, ool u((0) = 0.

Verifique que a fungdo de Green para a bola B;(0) em R? é dada por
1
Gla,y) = 5= {log|v =yl — logllaPlyl? + 1 - 2(w - )]}

Sejam €2 um aberto em RY e F' C () tais que F' ndo tem pontos de acumu-
lagdo em (). Mostre que se u é harmdnica e limitada em (2 \ F entdo u se
estende a uma fungdo harmdnica em ().

Seja f € C*°(RY) se anulando no complementar de um compacto de RY.
Denotando por E(z) o potencial newtoniano em R mostre que

wa)= [ Ba-n)f)dy zer”

é de classe C™ e que Au = f em RY,
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25.

26.

27.

28.

29.

Seja v harmdnicaem Q = {x € R? : |z| > 1}. Mostre que

ly) = u <£ _ﬂ)
y[2" Jyl?

é harmonicaem U = {y € R*: 0 < |y| < 1}. Sugestdo: Para simplificar os
cdlculos defina g1 = y1]y|™>% g2 = —ya|y| ™% € mostre que (g1)y, = (92) 4>

(91)y, = —(92) -

Seja €2 como no exercicio anterior. Demonstre a unicidade para o seguinte
problema:

Au=0 em {2

u=uy em Si(0).
Aqui assumimos u continua em 57 (0) e impomos u continua e limitada em

Q.

Sejam Q C RY aberto, u € C?(Q) e f € C®(Q) tais que Au = f.
Mostre que u € C°(2). Sugestio: E suficiente mostrar que u| é de classe
C*™ para qualquer bola aberta B com fecho contido em {2. Fixada uma tal
bola mostre que existe g € C*°(R") se anulando no complementar de um
compacto de R” e coincidindo com f em B (cf. o livro "Célculo Integral e
o Teorema de Stokes"mencionado no tetxo). Resolva Av = g.

Sejam 2 C RY aberto e u € C%(Q). Suponha que vale a seguinte proprie-
dade:

 dado x € Qexiste § = J(z) > 0 tal que

1

u(zr) = P /S . u(y)do(y), 0 <r <4.

Mostre que u € harmonica em ().

Seja © um subconjunto aberto e conexo de R satisfazendo a seguinte pro-
priedade:

r=(x1,...,en-1,ZN) € Q = (x1,...,2N-1, —2N) € Q.
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30.

31.

32.

Seja v uma fungao harmodnica em

Q. ={z=(x1,...,2n5) € Q: xxy > 0},
continua em

Qe ={z=(21,...,2n5) € Q: xxy >0},

e nula quando x = 0. Conclua que existe uma unica fungao u em €2 que
coincide com u em 2.

Sejam © C RY aberto e u € C?(2). Mostre que as propriedades abaixo
sdo equivalentes:

(a) Au(x) > 0, para todo = € 2

(b) Para todo zy € €2 e todo r > 0 tal que E(xo) C ) vale

1
u(zg) < —/ u(zo + ry) do(y).
WN J5(0)
Sugestao: Para (1) = (2) estude a derivada da func¢do
1
g(t) = —/ u(xg +ty)do(y), 0<t<r.
WN J$1(0)

Para (2) = (1) escreva a expansao de Taylor de ordem 2 de w em torno de
xq € utilize o exercicio 6.

Seja u uma fun¢do harmdnica em By (0), u > 0. Mostre que

Nu(0)
(v < Y40,

Sejam u € C(B1(0)) harménica em B;(0) e x € S1(0) um ponto onde u
assume seu maximo em B (0). Suponha que exista o limite
u(tr) — u(x)

t—1- t—1 < [0’ OO[

Use a desigualdade de Harnack para mostrar que N, > 0. Observagao: Para
utilizar Harnack considere v = u(x) — u.
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33. Sejam ) um aberto de RY e H(Q) o espaco constituido pelas fungdes
harmonicas em 2 que pertencem a L?(£2). Mostre que H(£2) é um subes-
paco fechado de L*(1Q).

34. Sejam 2 um subconjunto aberto de R ¢ A C C*() uma familia de
fungdes harmonicas satisfazendo a seguinte propriedade: para todo K C (2
compacto existe C' > 0 tal que supg |u| < C, Yu € A. Mostre que a
mesma propriedade € valida para as familias

ou
=9 -——:ué€ =1,...,N.
A] {axj u A} ) J ) )
Conclua, usando o Teorema de Arzela-Ascoli, que para todo K C {2 com-
pacto, o conjunto {u|x : u € A} C C(K) é relativamente compacto em
C(K). Aqui, como é usual, estamos munindo C'(K) com adistancia d(f, g) =

supg [/ — g

35. Seja 2 um aberto com fronteira regular e considere as sequéncias (A, )nen
e (un)nen, respectivamente dos auto-valores e das correspondentes auto-
func¢des do operador de Laplace em 2. Aqui {u, } é assumida normalizada,
formando uma base hilbertiana para L?*(€2). Sejau € C'(Q), com u = 0
em Of). Mostre que existe uma constante C' > 0 tal que

<C/N neN.
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