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A. Hipersuperficies. Sejam 2 ¢ R" aberto e M C (2. Dizemos que M é uma
hipersuperficie em () se existir g : 2 — R de classe C" tal que

L. M={xeQ:g(x)=0};
2. ¢'(z) # 0 para todo x € M.

Lembre que ¢'(x), a derivada de g no ponto x, é uma transformag@o linear de
RY em R. A matriz que representa ¢'(x), com relagdo a base canonica, ¢ dada
pela matriz jacobiana
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Note que (1) implica que M é um subconjunto fechado de €2 e que (2) é
equivalente a seguinte propriedade: dado zp € M existe j € {1,..., N} tal que
(0g/0x;)(x0) # 0.

Exemplo. Considere a fungdo g : R — R definida por
g(x) = |z> = 1.

Entdo a esfera em R? de centro na origem e raio 1, dada por S;(0) = {z € R" :
g(z) = 0}, é uma hipersuperficie em RY. Note que a matriz que representa
¢'(z), com relagdo a base candnica, é dada por [2x1 2z5 - - - 2x,] e esta ndo se
anula em S1(0).

O teorema da fungdo implicita permite dar uma descri¢do precisa de uma
hipersuperficie M em (2 em uma vizinhanca de cada um de seus pontos. De
fato, seja oy € M e suponha, por exemplo, que (Jg/0zx)(zy) # 0. Vamos
decompor

RY=R¥ ' xR, z=(,2y) e R xR

Escrevemos xy = (z(, xon). Pelo teorema da fungdo implicita existem U C 2
aberto, xo € U, V C RY~! aberto, xy € V, e uma fungdo de classe ¢ : V' — R
de classe C*, ¢(x}) = x o, tais que

UnNnM={( ")) : 2" eV}
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Em outras palavras, em U a hipersuperficie M € igual ao grafico da fungao ).

Dado xy € M o espago tangente T, M a M no ponto x, é o conjunto de
todos os vetores v € R" para os quais existem ¢ > 0 e v :] — ¢,e[— R de
classe C'! satisfazendo

v(t) e M, Vt €]l —e,e[, ~(0)=umz +(0)=0.

Pode-se provar que 7, M tem uma estrutura de espaco vetorial de dimensdo N —
1. Em particular seu ortogonal em R?" é um subespaco vetorial unidimensional
de RY, denominado espago normal a M no ponto x e denotado por NV, M. Nio
é dificil mostrar que N, M ¢é gerado pelo vetor Vgl(zo)

B. Abertos com fronteira regular. Seja ) C RY aberto e p € C(9Q) tal que
Q= {z: p(z) < 0}. Segue facilmente que

0 C {x: p(x) =0}

mas a inclusdo pode ser ser estrita. De fato, considere uma fungdo p : R — R
continua tal que

plx) <0sex<0; plz)=0se0<z<1; plx)>0sex>1.
Neste caso 2 = {z : x < 0} e portanto J2 = {0} C [0,1] = {z : p(x) = 0}.
Tal fen6meno nao ocorre para abertos satisfazendo a defini¢ao seguinte:

Definicdo. Seja Q@ C RY um aberto limitado. Dizemos que €} é um aberto
com fronteira regular se existir p € C*°(U), onde U é um aberto contendo (2,
satisfazendo{'|

3) Q={zeU:px) <0}
4) p'(z) #0sex € 0N,

Neste caso temos 02 = {x € U : p(z) = 0} e portanto Jf2 é uma hipersuper-
ficie em U. Para cada x € 02 temos que N,,,05) é gerado por V(). Definimos

'Poderiamos exigir menos regularidade para a fungio p, por exemplo p € C*, com k > 1. Isto, porém, nio é
importante em nossas aplicagdes.



entdo o campo normal exterior a {2 como sendo a aplicacao
\Y
0N — n(x) = #p(:c) :
[Vo(x)]

O termo "exterior"se explica pelo fato de que o gradiente de uma fun¢io em cada
ponto sempre aponta para a direcdo de seu maior crescimento.

Devemos observar que a funcdo p que define €2 na definicao precedente nao
¢ unica. De fato se tomarmos ¢ € C*(U), ¢ > 0, entdo p; = vp satisfaz
Q={xeU:p(x) <0}epi(x)#0sexec I

E possivel mostrar, também, a existéncia de uma medida finita do sobre os
subconjuntos borelianos de 02 que € invariante, no sentido de que independente
da funcao p que define ().

Temos entdo a validade do seguinte resultado, conhecido como o Teorema da
Divergéncia de Gauss. Aqui dz denota a medida de Lebesgue em R,

Teorema. Sejam §) um aberto com fronteira regular e X = (X1,...,Xy) um
campo vetorial com coeficientes pertencentes a C1(2). Entdo

/ divX (x) da = / (R(y), y)) do(y).
Q
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