GEOMETRIAS EUCLIDIANA E NAO-EUCLIDIANA
LISTA 1

PROFESSOR: CRISTIAN ORTIZ

Notagao: Espagos afins serao denotados por (A, V, ) e (B, W, ) de acordo ao explicado em
aula. Transformacoes afins sao denotadas por T : A — B cobrindo a transformacao linear
TV —W.

1. Mostre que dado um espago afim (A, V] ), a escolha de um ponto a € A define uma es-
trutura de espaco vetorial em A. Indique qual a origem deste espaco vetorial. E possivel
dizer que todo espaco afim herda canonicamente uma estrutura de espaco vetorial? Jus-
tifique.

2. Use o problema anterior para introduzir o conceito de base e coordenadas num espago
afim.

3. Considere k um corpo de caracteristica # 2 e defina k" = k x ... X k, n-vezes. Seja
A uma matriz m X n com coeficientes em k. Fixado b € k™, mostre que o conjunto
Zy = {x € k" | Az = b} define um subespacgo afim de k", onde k" é munido da
estrutura afim canonica associada a um espaco vetorial. Qual a dimensao de Z,? Qual
a relacao entre a dimensao de Z;, e o posto da matriz A?

4. Sejam b, b, a;,a}, i =1,...,n elementos de um corpo k. Considere as equagoes

n n
b= E a;;, v = E a.;.
=1 i=1

Segue do exercicio anterior que o conjunto das solugoes das equagoes acima definem
hiperplanos afins em k™. Encontre uma condi¢ao que garanta que estes hiperplanos sao
paralelos.

5. Seja V um k-espaco vetorial com uma decomposicao V = V; @ V5. Uma simetria com
respeito a Vj na direcao de V5 é uma aplicacao

s:V—V

V1 + Vg — Uy — Vq.

Verifique que s € GIL,k. Qual a ordem de s como elemento do grupo linear?

6. Seja T : A — B uma transformacao afim com transformacao linear associada T :
V — W. Seja a € A e considere sua imagem Ta € B. Mostre que com a estruturas
de espacgo vetorial em A e B induzidas por a e Ta, respectivamente, a transformacao

T:A — B é linear. Qual o nicleo de T?
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Vimos em aula que dados um espacos afins (A, V, ) e (B, W, 1), temos uma aplicagao

bem definida

¢ : Hom(A,B) — Hom(V, W).
Para cada T' € Hom(V, W) calcule ®~1(T).

. Sabemos que se V, W sado espagoes vetoriais, entao Hom(V, W) é um espago vetorial.

O que vocé pode dizer sobre Hom(A,B), onde A, B sao espagoes afins? Justifique.

. Vimos em aula que dado um espago afim (A, V, ¢) temos um homomorfismo de grupos

® : GA(A) — GL(V). O nucleo de ¢ consiste em todas as translagoes afins. Verifique
que existe um isomorfismo de grupos Ker(®) = (V, +).

Seja V' um espago vetorial. Dados u,v € V o segmento de reta conectando u a v
¢ definido por [u,v] := (1 — t)u + tv, onde 0 < t < 1. Um subconjunto K C V' é dito
convexo se para cada u,v € K tem-se [u,v] C K. Faga uma defini¢ao de convexidade no
contexto de espacos afins. Estude a relacao entre convexidade e transformacgoes afins.

Seja V' um espago vetorial e A um conjunto. Dada uma acao p : V x A — A do
grupo aditivo (V,+) no conjunto A, que é transitiva e livre. Mostre que A herda uma
estrutura de espago afim. Vale a volta?

Mostre que o centro do grupo afim GA(A) possui apenas um elemento.



