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1 Introducao

A modelagem baseada em fisica é uma técnica, que vem sendo utilizada para
criar animacoes realistas. Nessa técnica, gostariamos de criar uma cena e
fazer com que os objetos nela se comportem como se estivessem no mundo
real. Para fazermos isso, precisaremos modelar as regras bdsicas da fisica,
em nossos objetos e em nosso mundo virtual. Massa, velocidade e forca sao
alguns dos tijolos que usaremos nessa modelagem.

Nesse estudo, aprendemos a base para se fazer essa modelagem. Estuda-
mos o sistema de particulas, que é um dos mais simples de todos, estudamos
corpos rigidos, a nossa area de estudo mais forte, e também estudos um pou-
co de corpos deformaveis. Inicialmente vamos lembrar um pouco de fisica e
depois iremos abordar esses trés sistemas, respectivamente.

2 Fisica

Nossa simulacao consiste, basicamente, em movimentar objetos de forma
realista, a partir de um estado inicial. Isso significa que a informacao mais
importante que temos, para um objeto, é sua posicao. Essa posicao é algo
que varia com o tempo, e pode ser representada por uma funcao do tempo
x(t).

Da fisica, sabemos que #(t), onde & é a primeira derivada de z, é a
velocidade, v(t), que um objeto possui em um instante t. Também sabemos
que Z(t) é a aceleragao, a(t), que esse objeto possui no instante t. Temos
também que, a(t) = 0(t).



No inicio da simulacao, tempo %y, nés temos, para cada objeto, seu es-
tado inicial: z(ty) e v(tg)- O que queremos é a posigao, x(t), para outros
valores de t durante a simulagio, infelizmente a fun¢ao z(¢) néo é conhecida.
Porem, sabemos que existe uma relacao entre a posicao de um objeto e sua
velocidade, assim como sabemos que existe uma relagao entre a velocidade e
a aceleracao. Durante a simulacao, a aceleracao é algo que podemos calcular.
Da fisica temos que F=M- @, onde Féa forca resultante de todas as forcas
agindo sobre o objeto e M é a massa do objeto. As forcas sdo grandezas
que temos, ou podemos calcular, a qualquer instante ¢. Elas podem ser a
gravidade, uma mola ligando corpos, o contato entre dois objetos ou outras
coisas.

Na maioria dos casos, temos a situacdo: possuimos z(ty) e queremos
calcular z(t), conhecendo %(t).

3 Equacoes diferenciais

No problema acima temos o que é conhecido como uma equacao diferencial
ordindria (EDO). Dado que nés temos um valor da fun¢do z(t), para um
valor de t = ty, gostariamos de calcular o valor de z(t), para um ¢t = ¢y + At.

Existem muitas técnicas numéricas disponiveis para se resolver esse pro-
blema, um exemplo é o método de Euler:

z(to + At) = z(to) + At - £(to)

Esse método consiste em dar um passo de tamanho At na direcao da deri-
vada. Apesar de ser bem simples, e portanto eficiente quando implementado,
o método de Euler possui problemas: ele nao é preciso e, eventualmente, leva
a erros grandes, e também pode ser instavel, e estourar o sistema para o
infinito.

O nicleo de qualquer simulagao baseada em fisica é o cddigo para resolver
as EDOs. Dependendo do método utilizado para se resolver essas equacoes,
pode-se precisar de muito processamento. Existem casos, como em uma
animacao, em que se deseja ter uma precisao alta da movimentagdo dos
objetos, isso pode forcar a necessidade de se resolver varios passos de uma
EDO, por quadro de animacao, e se o método utilizado fizer muitos célculos
por passo tomado, ele impossibilita uma animacao em tempo real.

3.1 Descontinuidades

Um outro fator importante é que, para o sistema funcionar, essas equacoes
precisam ser diferencidveis, o que nao acontece durante uma simulacao intei-



ra. Quando dois objetos se chocam, suas trajetorias sofrem mudancas muito
bruscas, causando uma quebra na continuidade de suas funcoes de desloca-
mento. No mundo real, quando isso acontece, forcas agem entre esses dois
corpos alterando suas velocidades e deslocamento de forma continua, porem
essa alteracao acontece em um espaco de tempo extremamente curto, dando
a impressao de ser instantaneo. No mundo real, até o mais s6lido dos objetos
¢é deformével o que permite que as forcas envolvidas na colisao possam agir
por um curto periodo de tempo. Simular essa interacao quase instantanea
entre corpos, a cada choque que ocorre, é algo extremamente caro computa-
cionalmente. Esse problema é tratado como uma descontinuidade.

Para solucionar esses casos, o solucionador de EDOs nao pode ser utili-
zado. Inicialmente calcula-se o instante em que a descontinuidade acontece,
depois os corpos envolvidos sao tratadas isoladamente, alterando instantane-
amente o seu estado, mudando sua velocidade, posicao e outras coisas, depois
se volta a utilizar o solucionador de EDOs para prosseguir a simulacao.

4 Particulas

O sistema mais simples que podemos ter, em uma modelagem fisica, é o de
particulas. Particulas sao objetos que nao possuem forma, que ndo ocupam
um lugar no espago. Elas sao pontos no espaco que possuem massa, isso
facilita muito uma simulagao, pois elas nao colidem entre si, nao podem
rotacionar e nao mudam de forma.

Particulas possuem apenas as informacoes basicas necessarias para se ter
uma simulacao: posicao, velocidade e massa. Por estarem no espaco 3D, a
posicao e a velocidade sao vetores.

4.1 Simulando uma particula

A cada instante ¢, uma particula possui o seu estado, posigao e velocidade,
representado pelo vetor X, sua derivada é dada pelo vetor X:
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onde p é o vetor da posicao, v é o vetor da velocidade, a derivada achamos

a partir do fato que p = v e que ¥ = a, e a aceleragao a pode ser calculada
por FF=M -a.



Sabendo um valor para X, no instante ¢ atual, e conhecendo X , 10 MesImo
instante, podemos calcular X para um instante ¢ + At. A cada passo da
simulagao atualizamos X

4.2 Modelo: massa + mola

Particulas, por si s6, podem se utilizadas para simular gases ou fluidos, mas
gostariamos de poder modelar estruturas mais complexas com essa ferramen-
ta simples. Isso pode ser atingindo unindo um conjunto de particulas por
molas, possibilitando a criacao de corpos mais complexos como: tecidos ou
corpos rigidos.

Imagine que temos uma grade 2D de 10x 10 nés. Cada né é uma particula,
uma particula é ligada as suas vizinhas por molas. Também podemos ter um
cubo em que os vértices sao particulas e as arestas sao molas.

Quando essas estruturas colidem com algo, as molas aplicam forgas nas
particulas que elas unem, tentando manter a forma original, isso geralmente
permite que o objeto se deforme um pouco, mas com o tempo ele volta a sua
forma original.

Infelizmente, quando temos molas muito rigidas, molas que tem uma
grande tendéncia a nao mudar de tamanho, nossas EDOs se tornam instéveis,
e o sistema pode estourar.

4.2.1 Molas

Uma mola é um objeto que nao possui massa, posicao ou velocidade. Ela é
apenas um objeto que cria uma forca entre duas particulas, de repulsao ou
atracao, que estao conectadas a suas extremidades. Molas aplicam forcas, f,
e fp entre duas particulas, a e b, seguindo a equacao:
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onde k, e kq sdo constantes da mola, Ax e Av sao as diferencas de posicao e
velocidade das particulas e r é o comprimento de descanso da mola.

5 Corpos rigidos

O tema principal de nossos estudos sao os corpos rigidos. Ao contrario de
particulas, corpos rigidos possuem forma e volume, e sua massa pode estar
distribuida uniformemente em seu volume, ou nao. As forgas presentes no



sistema podem ser aplicadas a qualquer ponto de um corpo rigido, possivel-
mente gerando velocidade angular no corpo.

Quando nossos objetos possuem volume, comec¢amos a ter problemas de
colisao e de contato. Ambos os problemas tem um alto pre¢o computacional
para serem resolvidos, por isso existem muitas técnicas diferentes para trata-
los. Existem técnicas diferentes para cada tipo de modelagem de corpos.

5.1 Simulando um corpo rigido

Um corpo rigido, por possuir volume, precisa armazenar duas informacoes
extras em seu estado, alem de sua posicao e velocidade: orientacao, repre-
sentada pela matriz 3 X 3 R, e velocidade angular, representada pelo vetor
w, esse vetor representa o eixo em que a rotagao ocorre, seguindo a regra da
mao direita, e sua intensidade representa a velocidade da rotacao em torno
desse eixo.

Para simplificar as equagoes, o que guardamos é o momento linear, P do
corpo, € o momento angular, L. Isso nos leva a termos o seguinte vetor de
estado, E(t), de um corpo rigido, em um instante ¢:
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de onde podemos calcular v(t) = 2D [(t) = R(t) Loy R(t)e w(t) = I(t)"'L(2).
Onde I(t) e Ipoay 530 matrizes que representam a distribui¢do da massa no
volume do corpo.

A derivada de E(t), E(t), segue abaixo:
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onde 7(t) é o torque que o objeto esta sofrendo e a operagdo w(t)* é a matriz:
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Esses resultados, suas origens e o calculo das grandezas envolvidas podem
ser achados em [4].



As equagoes acima permitem realizarmos uma simulacao da movimen-
tacao de corpos rigidos. Mas ainda faltam muitas coisas para conseguirmos
termos uma simulagao realista de corpos rigidos, ainda precisamos ter uma
forma de simular a interacdo entre os objetos que existem.

5.2 Pontos de contato

Considerando que nossos objetos sao poliedros, todas as colisoes podem ser
reduzidas a colisoes entre pontos dos objetos. Os casos que mais acontecem
sdo o de vértice/plano ou aresta/aresta, nesses casos temos bem definidos
os pontos, nos dois objetos, em que o contato ocorreu, e temos também
uma normal, 77, associada a esse contato. Considerando que os corpos sao
chamados de A e B, essa normal estd saindo de B.

Contato do tipo aresta/plano podem ser tratadas como dois contatos
vértice/plano, utilizando as extremidades da intersecgdo como os pontos
de contato. Quando temos contato plano/plano, tratamos eles como sen-
do vérios contatos vértice/plano, onde os pontos utilizados podem ser os
vértices do poligono formado pela regiao de contato entre os planos.

Os dois casos restantes sao raros de se acontecer e nao possuem uma
normal bem definida: vértice/vértice e vértice/aresta. Ambas situacoes sdo,
em geral, casos instantaneos e de curta duragao, portanto sua existéncia
nao influencia muito no efeito final da simulagao. Mas de qualquer forma
devem ser tratados. O cdlculo correto da forca de contato nesse ponto é um
problema NP-Completo, e para tratar esse caso aceita-se a perda de precisao.
Escolhe-se um plano que passa pelo ponto de contato e, se possivel, que nao
toca nenhuma outra parte dos corpos. Esse plano é tratado como se fosse
uma superficie do objeto B, criando assim um contato do tipo vértice/plano.

A criagao desses pontos de contato pode ser achada em [1].

No caso de termos objetos que possuem partes curvas, representadas por
superficies estritamente convexas e fechadas, podemos calcular pontos de
contato através da fungio caracteristica x(t), que serd mostrada na segio
5.4.

5.2.1 Teste de colisao

Na literatura temos muitos algoritmos disponiveis para se calcular interseccao
entre objetos no espaco.

Um algoritmo proposto se aproveita do fato que, durante uma simulagao,
um teste de colisao entre os objetos é muito semelhante ao teste de colisao
que foi feito anteriormente. O que o algoritmo faz é: para cada par de
objetos testados, ele guarda uma testemunha do resultado do teste. No caso



de estarmos testando poliedros convexos, sabemos que dois nao se tocam se
existir um plano entre eles, de tal maneira que cada poliedro se encontra em
um dos semi-espacos definido pelo plano, podemos dizer ainda que esse plano
¢ uma face de um dos poliedros. Com sorte podemos dizer que, no préximo
passo da simulacao, esse mesmo plano pode ser utilizado como testemunha
de que os objetos nao se tocaram. Uma testemunha pode dizer que os objetos
nao se tocam, como também pode dizer que os objetos estao se chocando.

Essa técnica diminui, consideravelmente, o tempo gasto com o calculo de
colisdo entre todos os objetos da cena.

5.2.2 Deteccao do instante de colisao

Quando estamos fazendo uma simulagao, sempre tomamos passos discretos
de tempo. Geralmente estamos em um instante ¢;, que nao possui contato
ou interpenetracao, e passamos para um instante ¢;, onde temos interpene-
tracao. Quando isso acontece, precisamos calcular o instante t. da colisdo.
Se estivermos gerando uma animacao, precisamos achar todos os instantes
em que ocorre colisao, devemos tratar essas colisdes, e depois avancarmos
para o instante ;.

Para resolver isso, [3] recomenda a utilizagdo de um tipo de busca bindria
entre os instantes, mas essa busca utilizagao aproximacgoes para se determinar
o instante ¢, que serd usado para realizar a biparti¢ao do intervalo. Para se
calcular o valor de t, existe o algoritmo de regula falsa, que consiste em fazer
uma interpolacao linear das distancias, entre os dois objetos, diretamente
na faixa entre f, e t;. Também se pode usar o método de Newton, para
se achar ¢,, ele necessita de medidas de distancia e de velocidade, entre os
pontos de contato, e esses dois valores podem estao disponiveis nas funcoes
caracteristicas x(t) e x(t).

5.3 Colisao

Uma situacao que sempre encontraremos em uma simulagao é a colisao entre
dois objetos. Como dito na se¢ao 3.1, quando isso acontece, precisamos parar
o solucionador de EDOs, no instante em que ocorreu a colisao, e tratarmos
a colisao como um caso especial.

Uma vez determinado os pontos de colisao entre objetos, aplica-se neles
uma forca instantanea, chamada de impulso. Um impulso é uma forca com
a unidade de momento linear, ele afeta diretamente o momento linear e o
momento angular dos dois objetos envolvidos na colisdo. Esse impulso, para
o caso de uma colisao sem atrito entre os corpos, ¢ sempre no sentido da
normal J = j - m. A matemadtica por trads do calculo de j é trabalhosa,



porem simples e baseia-se nas velocidades dos pontos de contato. Ela pode
ser achada no capitulo de corpos rigidos de [4].

O célculo de j permite um parametro configurdavel ¢, 0 < ¢ < 1. Esse
valor define o quanto perfeita é a colisao. Quando ele vale 1, a colisao é
perfeitamente elastica e nao existe perda de energia cinética, os objetos pos-
sivelmente irao se afastar. Mas para o valor 0, toda a energia cinética no
sentido do impulso se perde, o que resulta nos objetos estarem, agora, em
contato, possivelmente deslizando em suas superficies.

5.4 Forcas de contato

Um outro caso de corpos se tocando, é o caso em que a velocidade relativa
entre os pontos de contato nao leva a interpenetragao ou ao afastamento
deles, ou seja, eles estao em repouso ou deslizando. Nesse caso, surgem forgas
entre os corpos que apenas mantém essa situacao. Essa forcas de contato sao
continuas, atuando por todo o tempo em que os objetos se tocam, e portanto
podem ser calculadas e deixadas para o solucionador de EDOs simular seu
efeito no sistema.

Para um ponto de contato 7, 1 < i < n, cria-se uma funcao caracteristica
Xi(t), que mede a posigio relativa entre os dois corpos, também temos x;(t)
e Xi(t), que representam, respectivamente, a velocidade e aceleragao relativa
entre os dois pontos.

Essa fungao caracteristica representa se os corpos estao afastados, x;(t) >
0, se eles estdo se tocando, x;(t) = 0, ou se eles estdo interpenetrando,
x(t) < 0. Para x;(t) nés sabemos se os corpos estdo se afastando, parados
ou se aproximando, para X;(t) sabemos qual o efeito das forgas atuais no
sistema.

Para objetos poliédricos, podemos calcular a fungao diretamente como:

Xi(t) = 7 - (pi, (t) — p3, (1)),

onde, 7; é a normal no ponto de contato i, p;, (t) e p;,(t) sdo as posi¢oes dos
pontos de colisdo em fungao do tempo. A partir de x;(t) é facil calcular x(t)
e X(1)-

Em [2] podemos achar as construgdes para a funcdo de caracteristica e
suas derivadas para objetos representados por superficies estritamente con-
vexas e fechadas. A complicagao dessas funcoes é que os pontos comparados
entre as superficies podem mudar de posi¢ao na superficie com o passar do
tempo.

A forca de contato, F’i, que queremos achar é no mesmo sentido que a
normal do contato e pode ser escrita como F’Z = f; - 1i;.



Como estamos calculando forgas de contato, podemos admitir que x;(¢) =
0, pois 0s corpos estao em contato nesse ponto, e que x;(t) = 0, pois os corpos
nao estao colidindo e nao estao se afastando. As forcas de contato tem que
garantir que ¥;(t) > 0. Outra restri¢do é que as for¢as apenas empurrem os
corpos, levando a f; > 0.

A aceleracao relativa é uma funcao linear de f;, 1 < ¢ < n, e pode ser
escrita em forma de uma inequacao linear que depende de todas as forcas de
contato no momento ¢. Isso leva a reescrever o problema de seguinte forma:

Af =be f>0,

onde A é uma matriz construida com a partir das inequagoes de X;(1), f é
um vetor com a magnitude de todas as forcas de contato no instante atual
e b é o efeito de aceleracdo que todas as outras forcas, presentes no sistema,
impde nos corpos. A criagio desse sistema pode ser encontrada em [1], mas
nao foi possivel achar uma definicio muito concreta da criacdo da matriz A.
Uma outra restrigdo para o sistema é que ¥;(¢)f;(¢) = 0. Ela garante
que para um ponto de contato ¢ nés temos dois possiveis casos: (¥;(t) > 0
e fi = 0)ou (x(t) = 0e f; >=0), em um dos casos os pontos estdo se
afastando e portanto nao existe forca de contato, no outro caso a forca existe
para garantir que a aceleragao seja nula. Isso leva ao sistema de restrigoes:

Af=b, f>0e fTAf - f'b.

Em [1] temos a apresentagio de uma heuristica para se resolver o problema
acima. O principal problema que essa heuristica tenta resolver é o de achar
o conjunto de pontos que vao se afastar, e portanto nao possuem forca de
contato, e o conjunto de pontos que precisam da forca de contato. Quando
esses dois grupos sao achados o problema se torna viavel para solugao através
de programacao linear.

Esse sistema se torna complexo a partir do momento em que represen-
tamos a ultima restri¢do em uma forma genérica. Em [2] é proposto um
algoritmo que trabalha com a restri¢ao em sua forma original ¥;(¢) f;(t) = 0,
e isso leva a uma solucao polinomial para o problema em simulacoes sem
atrito. No caso de um sistema com atrito estatico, em que os objetos nao
estao deslizando, é provado que o algoritmo funciona, mas ndo é provado que
ele termina a execucdo. No caso em que os objetos possuem atrito dinamico,
o algoritmo pode falhar em alguns pontos, o que exige a aplicagao de um
impulso entre os objetos envolvidos.

Esse problema pode ser alterado para poder suportar a existéncia de
pontos de contato fixos, como em objetos articulados.



5.5 Colisao com contato

Uma outra situacao que existe é um caso hibrido dos dois ja citados. Temos
alguns corpos em contato e um outro corpo se choca a esse grupo.

Existem dois tipos de solugoes para esse problema: propagagao ou si-
multanea. Na propagacgao, se calcula o impulso em cada um dos pontos de
contato, um de cada vez. No modelo simultaneo, calcula-se o impulso em
todos os pontos de contato de uma s6 vez e depois aplica ele aos objetos.
Em alguns casos a propagacao pode levar um tempo para convergir devido
a troca de impulsos entre os corpos.

Os dois modelos geram resultados diferentes, quando envolvendo mais de
um ponto de contato.

6 Corpos deformaveis

Corpos deforméaveis sao objetos que podem ter sua forma alterada pela apli-
cacao de forcas externas. Eles sao relativamente mais complexos que cor-
pos rigidos. As equagOes que regem seu comportamento sao derivadas da
mecanica de Lagrange. Essa modelagem permite unificar a descri¢ao dos ob-
jetos com o seu comportamento fisico. Quando nosso objeto é discretizado,
o sistema é regido pela seguinte equacao diferencial:

Mq(t) + Dq(t) + Kq(t) = R,

onde R é vetor das forcas externas agindo sobre os nds do objeto discretizado,
M é a matriz de massa dos noés discretizados do objeto, D é a matriz de
dissipacao, K é a matriz de rigidez e ¢(t) é a fungao de deslocamento dos
n6s do objeto. Cada um dos membros dessa equagao representa a forma com
que as forcas se distribuem dentro do objeto.

Resolvendo com integracao o sistema acima podemos simular um objeto
deformavel. A técnicas estudadas variam no processo de discretizacdao dos
objetos e na resolucao da equacao diferencial.

Uma técnica para a discretizagdo de superficies é mostrada em [5], ela
pode ser utilizada para realizarmos simulagoes realistas de tecidos ou papéis.
A modelagem permite que alguns parametros sejam independentes e faceis de
se configurar, como: facilidade para esticar o tecido, dobra-lo ou entorta-lo.

Em [6], é apresentada uma técnica para representar objetos através de
solidos simples e faceis de se representar como: esferas ou cilindros. A partir
dessas formas, aplica-se uma transformacao de deformacao global no objeto
e uma transformacao de deformacao local. Isso permite que uma grande

10



variedade de formas possam ser criadas. Esse mesmo artigo mostra como as
equacoes do movimento ficam alterados por essa modelagem.

Em [7] e [8], sdo utilizadas superquadrdticas para representar os sélidos,
aplicando as mesmas deformagcoes descritas acima, mas a solucao das equagoes
diferencias é feita de uma maneira diferente. Ela é alterada de tal forma que
o deslocamento dos nés seja causada por vibracoes. Para varias freqiiéncias
diferentes os objetos se deformam de uma maneira diferente. Em [7] temos
uma boa descri¢ao das superquadraticas, das deformagoes sao implementadas
nela, do método de discretizacao aplicado no objeto e da solucao da equacao
de movimento acima. Em [8] temos um estudo que compara a perda e o
ganha, em qualidade da simulagao e custo computacional dela.

7 Conclusao

Com esse estudo, tivemos uma visao geral da modelagem baseada em fisica.
Aprendemos os conceitos basicos para se fazer uma simulagao, desde sistemas
simples até sistemas complexos.

Apesar da matemdtica envolvida ser complexa, é algo que nao requer
conhecimentos avangados de cédlculo ou se métodos numéricos para um im-
plementacdo ser feita.

Alguns conceito foram entendidos, ou pelo menos suas conseqiiéncias,
porem suas origens ficaram duvidosas.

Os conceitos aprendidos sobre corpos rigidos permitem criarmos um si-
mulador para gerar animagoes. Esse é o préximo passo planejado para uma
pesquisa de corpos rigidos.
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