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1. Resumo

Seja G(n,p) um grafo aleatério com n vértices e probabilidade p nas arestas.
Dizemos que uma propriedade de grafos Q ¢ crescente se a adi¢ao de arestas a um grafo
com a propriedade Q mantém a propriedade.

Em 1987, Bollobas e Thomason provaram a existéncia de funcdes limiares para
todas as propriedades crescentes de grafos, ou seja, existe g=q(n) para toda propriedade
crescente Q tal que G(n,p) pertence a Q com probabilidade 0 se p=o(q) e com probabilidade
1 se g=o(p). No entanto, algumas propriedades crescentes de grafos ndo possuem limites
mais precisos, ou seja, para p=0(q), G(n,p) pertence a Q com probabilidade maior que 0 e
menor que 1.

Dizemos entdo que uma propriedade crescente Q de grafos admite uma fungdo
limiar severa se existe g=q(n) tal que, para todo c>0, G(n,p) pertence a Q com
probabilidade 0 se p<(1-c)q e com probabilidade 1 se p>(1+c)gq.

Fungdes limiares severas foram obtidas para varias propriedades crescentes de
grafos aleatdrios, tais como conectividade e hamiltonicidade. Desta forma, esse documento
vem apresentar o resultado obtido em um artigo de 2003, por Friedgut, Rodl, Rucinski e
Tetali, a saber, a existéncia de uma fung¢do limiar severa para a propriedade de Ramsey, ou
seja, para a propriedade de que, para toda 2-coloracdo das arestas do grafo, ocorre um
triangulo monocromatico.

A importancia das propriedades de Ramsey vem do fato delas garantirem que, para
uma parti¢ao arbitraria de uma estrutura, uma subestrutura altamente organizada pode ser
encontrada em pelo menos uma das particdoes. Nesse documento, pretende-se apresentar a
esséncia da prova, mostrando como se atacam as principais dificuldades técnicas.

Palavras chaves: teoria de Ramsey, grafos aleatdrios, fungdes limiares, severidade,
coloracdo, lema da regularidade.
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2. Terminologia

Para facilitar a comparacdo desse documento com o artigo, preferiu-se manter a
numeragao dos teoremas conforme o artigo, mesmo que alguns deles nao sejam enunciados
nesse documento.

Um grafo G=(V,E) ¢ uma dupla ordenada de conjuntos V' e E, onde V' € o conjunto
de vértices e E ¢ um conjunto de pares ndo ordenados de V, chamados de arestas.
Denominaremos por V(G) e E(G), respectivamente, o conjunto de vértices € o conjunto de
arestas de G.

Um grafo G=(V,E) ¢ bipartido se V pode ser particionado em dois conjuntos nao
vazios € sem intersec¢do V) e V,, tais que ndo existem arestas entre vértices do mesmo
subconjunto V; ou V5.

Um grafo G=(V,E) ¢ completo se Vx,y € V, (x,y) € E. Designamos um grafo
completo com n vértices por K,,.

Dizemos que uma propriedade de grafos € crescente se a adi¢do de arestas mantém a
propriedade. Por exemplo, a propriedade do grafo ser conexo ¢ crescente, mas a
propriedade de ser colorivel por & cores, ndo.

Dizemos que um grafo tem a propriedade ® de Ramsey se toda 2-coloragdo das
arestas do grafo obtém um tridngulo monocromatico. Por exemplo, o grafo completo K.
Chamaremos as cores das 2-coloragdes nas arestas por azul e vermelha.

Dizemos que G(n,p) € um grafo aleatorio com n vértices e probabilidade p nas
arestas. Consideraremos quase sempre #» muito grande (n—).

Dizemos que g=q(n) ¢ uma fungdo limiar de uma propriedade crescente Q se e
somente se:

* Pr[G(np) € Q] =0sep=o(q);
o Pr[G(np) € Q]=1se g=o(p).

Pela defini¢do de funcao limiar, existe uma lacuna para valores de p=0(gq). Dizemos
entdo que uma propriedade crescente Q admite uma fungdo limiar severa se existe uma
funcdo g=¢q(n) tal que, Vc>0:

e PiG(np) € Q] =0se p<(i-c)q;
e Pr[G(np) € Q] =1sep>(I+c)q.

Se Q ndo possui um limiar severo, dizemos que Q possui um limiar grosseiro.



3. Introducao

A importancia das propriedades de Ramsey vem do fato delas garantirem que, para
uma parti¢do arbitraria de uma estrutura, uma subestrutura altamente organizada pode ser
encontrada em pelo menos uma das partigdes.

Em 1987, Bollobas e Thomason provaram que todas as propriedades crescentes de
grafos possuem fungdes limiares. Desde entdo foram obtidas fungdes limiares para varias
propriedades crescentes de grafos, inclusive para as propriedades de Ramsey.

Além disso, varios resultados sobre limiares severos foram obtidos. Alguns
obtinham limiares severos para propriedades crescentes de grafos, e outros provavam que
determinadas propriedades ndo possuiam limiares severos. Em 1994, Rodl e Rucinski
provaram o teorema abaixo:

Teorema 1.2: Existem constantes c, e C, tal que:

o Pr[G(np) e R]=0 sep<c/V§z;
o Pr[G(np) e R]=1 sep>C2/V¢z.

A questdo sobre se a propriedade de Ramsey possui ou ndo um limiar severo
permaneceu em aberto e sem grandes avancos até¢ 1999, quando uma técnica geral para
lidar com esses problemas foi proposta por Friedgut. Grosso modo, foi provado que a
questdo da severidade em grafos aleatdrios depende se a propriedade ¢ um fendmeno local
ou global.

Por exemplo, a conectividade ¢ um fenomeno global e, por isso, contém limiar
severo. Por outro lado, a continéncia de subgrafos pequenos ¢ um fendémeno local, e assim,
ndo contém limiar severo.

A propriedade ®, de Ramsey ¢ certamente influenciada pela aparéncia de um K,
que &, entretanto, improvavel de aparecer em G(n,p) com p= ©(1/Vh).

Para estabelecer a severidade do limiar de ®, a idéia ¢ mostrar que ® nao ¢
influenciado pela aparéncia de um subgrafo fixo M qualquer provavel de estar contido em
G(n,p) com p=0O(1/Vn).

A seguir, enunciamos o teorema de Friedgut. Para isso, definimos M como sendo
uma copia ordenada de um grafo M colocada uniformemente e de forma aleatoria sobre um
conjunto disjunto de n vértices.

Teorema 1.3: Seja Q uma propriedade crescente de limiar grosseiro. Entdo existem
constantes reais 0<c<C, p>0, um racional p, e uma seqiiéncia p=p(n) satisfazendo cn” <
pn) < Cn'? tal que B<Pr[G(n,p) €Q] <1-B, Vn. Além disso, existem a, £&>0 e um grafo
balanceado M com densidade p, onde para toda propriedade G tal que G(n,p) € G, existem
infinitamente muitos valores de n para os quais existe um grafo G com n vértices, onde:

iGe (G

(1) GeQ

(iii) Pr[(G U M") €Q] > 2a.
(iv) Pr{(G L G(n, &p)) €Q] <a



Em outras palavras, M induz a propriedade localmente, enquanto que a adigio de
arestas aleatoriamente por uma propor¢ao constante & (fendmeno global) ndo induz a
propriedade. No caso da propriedade R, de Ramsey, pelo Teorema 1.2, p=2.

Assim, a técnica geral para provar a severidade de fungdes limiares de determinadas
propriedades crescentes, ¢ provar por contradicdo usando o Teorema 1.3. Ou seja, se a
propriedade tem um limite grosseiro, o teorema garante a existéncia de M.

No entanto, para o resultado do Teorema 1.3 fazer sentido é necessario inicialmente
garantir que M ndo possui a propriedade Q. Depois, escolhendo uma propriedade G
apropriada tipica de G(n,p), mostrar que um grafo G € G com Pr[(G U M") €Q] > 2a é
muito “saturado”, ou seja, vale (ii1), mas nao vale (iv).

A propriedade G relevante para o nosso caso ja ¢ dada de antemdo no artigo, e esta
definida na secdo 8 deste documento.



4. Limiar severo para a propriedade Ramsey

O Teorema 2.1 enunciado abaixo ¢ uma adaptacdo mais forte do Teorema 1.3 para a
propriedade de Ramsey. O objetivo do artigo entdo 4 a prova do seguinte teorema.

Teorema 2.1: Va, £>0, Vp=p(n) tal que cz/\/n <p <C2/\/n e VM balanceado com p(M)=2,
existe uma propriedade G de grafos com [lim, ., Pr[G(n,p) € G ] =1, e um inteiro n,, tais
que V G € G\ R com |[V(G)[=n>n, se

(3) Pr[(GuU M) e®] > 2a, entdo

(4) Pr[(G L G(n, &p)) e R] = 1-0(1)

A familia G ¢ definida cuidadosamente na tGltima se¢do desse documento, onde também ¢
mostrado que lim, .., Pr[G(n,p) € G]=1, com p da ordem citada no teorema acima. Como
citado anteriormente, o primeiro passo ¢ garantir que M ndo tem a propriedade de Ramsey.

Lema 2.2: Se M ¢ balanceado e p(M)=2 entdo M ¢ R

Prova: E um fato bem conhecido que VH balanceado com p(H)=p ¢ p=®(n'1/p), 3P tal que
Pr[H €G(np)]> B. Logo, VYb>0, Pr[M eG(n,b/Nn)]>0. Se M e®,, entdo Pr[G(n,b/\n)
€ ®]>0. Tomando b<c,, obtemos uma contradi¢do do teorema 1.2.

Defini¢do: Uma colorag¢do propria ¢ uma coloragdo de arestas que ndo produz um
triangulo monocromatico. Por exemplo, grafos com a propriedade de Ramsey nao tém
coloracdes proprias.

Defini¢ao: Seja Base(F) = {uv: uw, wv € F paraw € V(G)}, onde F < E(G), para um dado
grafo G. Sejam Blue(G) e Red(G) os conjuntos das arestas de um grafo G 2-colorido com
as cores azul e vermelha, respectivamente.

Uma das questdes principais é como saber se G, U G, €®, onde G, = G(n,b,/\n ) ¢
G, = G(n,bz/\/n ). Considere entdo, sem perda de generalidade, que |Blue(G,)| = |[Red(G,)|,
em G, 2-colorido. Se Base(Blue(G,)) contém um triangulo A, nenhuma coloragdo propria
de G, U A pode ser estendida da original. Logo, bastaria mostrar que Base(Blue(G,)) N G,
contém um tridngulo. A defini¢do a seguir e o proximo lema auxiliam nessa questao.



Gy 2-colored Gy

Figura 1: Exemplo dos conjuntos Base, Blue e Red

Definicdo: G tém a propriedade T(A,a) se VFCE(G), onde |F| > A |E(G)|, Base(F) contém
pelo menos a|V(G)|3 tridangulos, onde 0<A<1 e 0<a<l/6.

Lema 2.3: V X, ¢>0, existe >0 tal que se p > ¢/\n entdo G(n,p) tem a propriedade T(A,q)
com probabilidade 1-o(1).

A prova do Lema 2.3 ¢ dada no final artigo, a qual ¢ dado tratamento de menor
importancia, pela sua pouca afinidade com os assuntos abordados.
Aplicando o Lema 2.3 para o exemplo acima, ou seja, F=Blue(G,), A=1/2 e c=b,,

3L A A ,
obtemos ®(n") triangulos em Base(Blue(G,)). Pelo menos um desses tridngulos estard em

G, com alta probabilidade. No entanto, nesse caso b,= & b,, depende de b;. Para resolver
essa questdo, procura-se construir uma familia de subgrafos chamada CORE.
Os dois lemas a seguir (2.4 ¢ 2.5) provam o Teorema 2.1, que € o principal resultado

do artigo. No entanto, o maior esfor¢o do artigo ¢ a prova do Lema 2.4 abaixo.
Lema 2.4: Seja G € G\R, um grafo com |V(G)| = n=n,, onde Pr[(GuM*)e R]>2a. Logo,
V1>0, existe uma familia CORE de subgrafos de G tal que:

(a) Para toda coloragao propria de E(G), existe K € CORE monocromatico.

(b) |CORE| < exp(t n”°),

(c) VK €CORE, |K| > A [E(Q)|

Lema 2.5: VK €CORE, a probabilidade de KUG(n, Ep) possuir uma coloragdo propria na
. e L. 6 6 373, .5
qual K € monocromatico € no maximo exp{-2 t,n }, onde t,=a x ¢, /(2ax c; +4x ).

. 3 ‘A
Prova: Pelo Lema 2.4(c) e o fato de GeT(A,a), existem pelo menos an™ tridngulos em
n 3 ) .
Base(K). Enumeremos alguns desses an™ tridngulos por 1, 2, ..., an” e seja I, uma variavel

aleatdria indicadora para o evento do i-ésimo tridngulo estar contido em G(n, Ep). Temos
entdo que 2.,/;=0. Pela desigualdade de Janson:

2
Pr[2/=0]<exp{ (LEL) / (zisz(Iin) +2El) }
Temos que > El = anS(gp)3 > a§3cz3n3/2 e que o somatdrio duplo contém no

maximo n* fatores cada um limitado por (£p)° < (EC,)’ n>%. Com esses valores na equagao
acima, temos o resultado do lema.



A seguir fornecemos uma prova do Teorema 2.1 a partir dos Lemas 2.4 e 2.5.

Prova do Teorema 2.1:
O Lema 2.4(a) implica que se GUG(n, Ep) tem uma coloracao propria, entdo existe um K €
CORE monocromatico. Mas, pelo Lema 2.4(b) com t=t, ¢ 0 Lema 2.5, temos:

Pr[algum K € CORE ser monocromatico] < exp(ronm) * exp(-21:0n3/2) <o(1).
Logo, Pr{GUG(n, Ep) ter uma coloragdo propria] = o(1)
Logo, Pr{GUG(n, Ep) € R] = 1-0(1).

Como citado, o grande esforco serd a prova do Lema 2.4. Para isso, a hipotese de
que Pr[(GuM*)eQ{]>20c ¢ bastante trabalhada até se obter uma classe de subgrafos
especiais, que sera chamada de constelacoes especiais. Depois sera enunciada uma versao
para hipergrafos e subgrafos pequenos do famoso lema da regularidade de Szemerédi, em

sua versdo esparsa. Com esse resultado, sera possivel construir a familia CORE, e provar o
Lema 2.4.



5. Constelacoes Especiais

Como citado na sec¢do anterior, a restricdo de que Pr[(GUM*)e ®R]>2a ¢ bastante

explorada, até obter a construcdo de uma familia de subgrafos de G chamada de
constelagoes especiais.

Seja M um grafo balanceado qualquer com p(M)=2, [VIM)=v e |[E(M)|=2v, e
vértices rotulados por x,...,x, . Para toda sequéncia X=(v,,...,v,) de vértices distintos de G,
seja My uma copia de M com os vértices x, mapeados sobre v,, a=1,...,v. Seja y a familia
dos X tal que GUMx € R..

Logo, |x| = 2an(n-1)...(n-v+1) = (2-0(1)) an- A familia y sera refinada para
familias y,, %, até 5.

Seja y, < x a familia dos X € y tais que:

e X ¢ um conjunto independente de G
e Todo vértice de G tem no maximo dois vizinhos em X

Como G €@, segue das propriedades (P1) e (P2) de G que [y,| = (2-o(1))an’".
Dizemos que um caminho de tamanho 2 entre vértices x e y € uma tenda sobre x € y.

Seja T(X) o grafo formado pelas tendas em G sobre os pares de vértices de X que sdo
arestas em My.

Figura 2: Exemplos de Tendas e do grafo T(X)

O Lema 3.1 do artigo prova a existéncia da familia y, < y, < % tal que, VX € y, :
e GUMy R (prop. de ¢)X ¢ um conjunto independente de G (prop. de y,)
e Nao h4 3 vértices em X compartilhando um vizinho comum em G (prop. de y,)
e T(X) ¢ isomorfo a um grafo fixo M com v+¢ vértices e 2¢ arestas, para algum ¢p<g
o |2 aznv, onde oczzoc/(Zerq)q e q=|—10C22 v/l

A 1idéia € obter uma coloragao parcial de E(G) a partir de uma coloracao propria de
M. Considere entdo uma coloragdo propria ¢° de M. VX € y,, colorimos My com G’.
Essa coloragao particiona T(X) em RT(X) e BT(X), os conjuntos das tendas em G sobre as
arestas vermelhas e azuis de Mx, respectivamente. O lema 3.2 abaixo obtém um resultado
importante nesse sentido.
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Lema 3.2: Para toda coloragdo propria de E(G) e para todo X € y, , existe ou uma tenda
vermelha em RT(X) ou uma fenda azul em BT(X).

Prova: Para toda coloragdo propria de E(G), existe um tridngulo monocromatico em
GUMy € R, com My colorido por ¢’. Pela defini¢do de y,, os vértices de X ndo possuem

arestas entre si em G. Logo, o tridngulo monocromatico contém exatamente uma aresta de
My. As outras duas arestas formam a fenda com a mesma cor.

Mas, para colorir E(G) parcialmente nas arestas de RT(X) e BT(X), uma mesma
aresta pode pertencer a RT(X,) e BT(X,), para X,#X,. Para solucionar esse problema, ¢é
feito um refinamento da familia 3, em uma familia y; mais restrita, através do Lema 3.3
abaixo.

Relembramos que V(M) = {x,,...,x,}. Rotulamos entdo os demais vértices de M (as
pontas das tendas) por {u,,...,.us}. Seja T, = {V,..., V,, W,,...,Wy} uma parti¢do de V(G)
em v+¢ partes de mesmo tamanho m = n/(v+¢). Um grafo T(X) € consistente com T, se
x,eV,1<a<v,eu,X) e W, 1 <bh<.

Lema 3.3: Existe uma parti¢do T, como citada e uma familia y, < y, com |X3|=(x3nv, onde
oy, = a, / (2(v+q)v+q), tal que VX e x5 T(X) é consistente com 7, Além disso,
VveV,uU...UV, e para cada b=1,..., ¢, temos 3m/4 < degs(v,W,) < 3m/2.

A prova do Lema 3.3 ¢ simples e ndo merece maiores atencdes. Com o seu
resultado, temos que RT(X,) N BT(X,)=0, para X,;#X, em Y5, ja que as arestas entre as

particdes de T, tem cor predefinida pela coloragdo ¢’. Para facilitar a construgdo, utiliza-se

apenas uma das pernas das tendas de cada T(X), ou seja, trabalha-se com estrelas, ao invés
de tendas.

No entanto, como as fendas sdo disjuntas em arestas, a perna perdida ¢ facilmente
recuperada. Para isso, sdo enunciadas no artigo varias propriedades relacionadas as pernas
perdidas (The Missing Leg Property).

Defini¢do: Seja X=(v,,...,v,) € y5. Dada uma tenda v, w v, com r <'s, a aresta v, w ¢ a
perna esquerda ¢ a aresta vw € a perna direita da tenda. Seja S(X) o subgrafo de T(X)

formado apenas pelas pernas esquerdas das tendas de T(X). Os subgrafos S(X) sdo
chamados de constelagoes especiais, ja que sdo conjuntos de estrelas.

Defini¢do: Um conjunto é um conjunto transversal (hitting set) de uma familia de
conjuntos se ele intersecta todo membro da familia.
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A Figura 3 abaixo ilustra como deve ser uma coloracao parcial o de E(G), baseada
em ¢’. Ou seja, as arestas de G que formam uma tenda sobre uma aresta de Mx devem
receber a mesma cor dessa aresta, para todos os conjuntos X em 5.

Red t ~|] 0
|§|||.\ tepon

pdoes of
| TpEes 1.|||| missing right legs
form copies of 5

2colored A
Figura 3: Uma coloragado parcial de E(G) baseada em &’

Seja Concorda(p)={e € U S(X), Xey; : ¢ (e)= o (e)}, para uma coloragdo ¢ de
E(G), ou seja, ¢ o conjunto das arestas cuja cor concorda com a cor dada na coloragdo
parcial G.

O lema 3.5 abaixo justifica toda a construgdo, obtendo um resultado importante do
fato das coloragdes proprias de G serem restritas, ou seja, a hipotese inicial de que
Pr[(GUM*)e R]>2a. Posteriormente, ele sera usado para provar que existe um core
monocromatico em toda coloragdo propria de E(G).

Lema 3.5: Seja ¢ uma coloragao propria de E(G). Entdo Concorda(¢p) ¢ um conjunto
transversal da familia das constelagoes especiais.

Prova: E necessario mostrar que VXey;, existe uma aresta e de S(X) onde o (e)= ¢ (e).

Mas, isso ¢ valido pela defini¢do de o e pelo Lema 3.2.

Resumidamente, com a hipdtese restritiva sobre as coloragdes proprias de G,
obtemos a familia das constelagdes especiais e um conjunto transversal baseado na
coloragao parcial de G.

12



As constelagoes especiais podem ser vistas como arestas de um hipergrafo (onde os
vértices sdo as arestas de G) e as coloragdes proprias sdo associadas a conjuntos
transversais desse hipergrafo.

Na proxima se¢do, sera enunciada uma versdo do lema da regularidade de
Szemerédi, para hipergrafos e subgrafos pequenos (no caso, as constelacdes especiais).

Com isso, sera possivel obter um “bom” particionamento de 7, € posteriormente, construir
a familia CORE do Lema 2.4.

13



6. Regularizacao

Para a construg@o da familia CORE ¢ necessario um refinamento da parti¢do 7, da
familia y,. Para isso, ¢ utilizada Regularizacdo.

Uma das principais ferramentas da teoria assintotica dos grafos ¢ o famoso Lema da
Regularidade de Szemerédi de 1975. A regularizagdo ¢ feita sobre as arestas, H = K,,
obtendo assim conjuntos bipartidos, e € 1til apenas para grafos densos. Resumidamente,
ele nos diz que qualquer grafo grande pode ser decomposto em um nimero limitado de
subgrafos induzidos bipartidos e quase-aleatorios.

Devido a limitagdo para grafos densos, Kohayakawa e Rodl provaram uma versdo
do Lema da Regularidade para grafos esparsos. Ele também realiza uma regularizacao
sobre as arestas, mas faz um ajuste por uma escala e proibe pedacos densos no grafo.

Em 2002, Frankl e Rodl provaram outra versdo do Lema da Regularidade para
hipergrafos 3-uniformes. Nesse caso, a regularizagdo ¢ feita sobre tridngulos, H = Kj.

Em geral, dada a estrutura H sobre a qual se quer realizar a regularizacdo, o objetivo
¢ obter refinamentos de uma parti¢ao de grandes conjuntos em conjuntos uniformes (quase-
aleatdrios) “bem comportados”, que ndo contém muitas dessas estruturas H. No nosso
caso, desejamos obter um particionamento em subconjuntos com poucas constelagdes
especiais.

A versdo apresentada no artigo do Lema da Regularidade e enunciada abaixo ¢ um
estudo da estrutura de grafos esparsos com respeito a familias de pequenos subgrafos, ou
seja, a regularizacdo ¢ feita sobre constelagdes, H = conjunto de estrelas.

Lema 4.13: Para todos os grafos H, constantes 6 > 0 , D>0, D*>1, e para todas fungdes
€(k)>0 , existem inteiros 7, L,, n, tais que
1. Para todo n=hm>n,, 0<p=p(n)<1, um grafo F' € ¥ (H,m) com |V(F)|=n, tal que
(a) F' ¢ H-uniforme
(b) F ndo possui pedagos (D,p)-densos, e
2. Paratodo 0 < p*Zp*(n) <1e S c C(F)tal que F ndo possui H-pedagos (D*,p*)-
densos,
Entdo existe um refinamento I'l; da parti¢do inicial I, que é &-regular, (g(k), p)-
uniforme e (¢,k)-parti¢do para algum k<L, e <7,

A prova do Lema 4.13 ¢ baseada em uma técnica do Lema da Regularidade de

Szemerédi original, a saber, refinar a particdo I, até que ele se torne &regular. Grosso

modo, uma (tk)-particdio ¢ uma particdo do conjunto de vértices e arestas em,
respectivamente, t e k partes.
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Desta forma, o objetivo € aplicar o Lema 4.13 para o nosso problema em questao,
ou seja, [Ty = 1y = {V,e.u Vi, W 1o W 415005 W50, W g}, 0 grafo H = {S(X), VXey;}
representando o conjunto das constelagoes especiais, F= UF,,, onde F,,=G[V ,W ,], para
todo a=1,....ve b=1,..., ¢,..

Na subsecdo 4.4 do artigo, denominada “No Dense Patches”, sdo provados os

Lemas 4.17 e 4.19, os quais verificam que as restri¢des do Lema 4.13 sdo respeitadas para
aplicacdo mencionada acima.

Na proxima secao, ¢ feita a aplicagdo do Lema 4.13 e ¢ montada a familia CORE do
Lema 2.4.
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7. Construcao da Familia CORE

Aplicacio do Lema 4.13: O Lema garante a obten¢do de um refinamento o-regular, (e(k),
p)-uniforme e (¢,k)-partigdo 11, de [1,, < T, e k< L,. De fato, I'l; consiste de partigdes dos
vértices:
V=V, U UV, =l
W,=W,, U..UW,, a=l,.v-1eb=1,.. ¢,
e partigdes nas arestas:
Fabl’J - G[Val7wabj] = M=l
k(ab,i,j) <k, i,j=1,...,t

wanin
g B a1, -1 e b=1,..., d,.

A Figura 4 abaixo ilustra as seguintes estruturas, definidas com base nos
subconjuntos mencionados acima.

e Palmas (palms)

e Unhas (fingernails)

e Dedos (fingers)

o Tubos (tubes)

e Poliada (polyad)

e Olimpiada (olimpyad)

Uma Poliada P consiste de v palmas qu (uma para cada a), ¢ unhas WabP (¢, para

cada a) e ¢ dedos F, abp (um para cada tubo F,", onde VfZVai e WabPZWabJ)

fingernails

palms v, Vo Vv,

Figura 4: llustragdo de varias estruturas baseadas no particionamento
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O artigo define ainda poliadas sauddveis, que sdo poliadas o-regulares com
densidade maior que J e cujos dedos sdo (g,p)-uniformes com grandes densidades.

Defini¢cdo: PRECORE(P) de uma poliada P saudavel é o conjunto dos subgrafos de P
fixando uma palma (indice a) e uma unha (indice b), para a=1,...,v e b=1,..., ¢,, de forma
que o nimero de vértices e de arestas ¢ maior que um limite dado.

Definicdo: PRECORE = {J: J=U,J ,ondeJ e PRECORE(P)}. Um precore J é a unido
de subgrafos J e PRECORE(P), um para cada poliada saudavel P.

A coloragdo parcial o particiona as arestas de cada precore J em vermelhas e azuis.
Seja Maj(J) o maior desses conjuntos de arestas.

Defini¢do: CORE = {Maj(J), onde J € PRECORE, J < US(X), Xey;}

Construida a familia CORE acima, seguem os seguintes lemas, que constituem a
prova do Lema 2.4.

Lema 3.5 + Lema 5.1: Para toda coloragdo prépria ¢ de G, o conjunto Concorda(p)
contém um core monocromatico.

Lema 5.2: |CORE| < exp(t n3/2)
Lema 5.3: VK € CORE, |K| > A |E(G)]

As provas dos lemas acima se baseiam em grande parte nas caracteristicas
provenientes do particionamento do Lema 4.13, a saber, subconjuntos o-regulares, (e(k), p)-

uniformes e (z,k)-particdes, das caracteristicas das poliadas saudaveis, e das propriedades da
familia G de grafos, que serd enunciada na se¢do seguinte.

17



8. Familia de grafos G
Abaixo, enunciamos a defini¢do da familia G de grafos:

Um grafo G=(V,E) com n vértices tem a propriedade G=G (p,v,q, L,a ) se:
(P1) O nimero de conjuntos com v vértices ndo independentes ¢ o(nv)
(P2) O ntimero de conjuntos com v vértices tais que trés deles compartilham um vizinho
comum é o(n')
(P3) Vv eV, (l-n_l/s)np <deg(v) < (1+n_1/5)np <2np
(P4) Vv, u € V, codeg(v,u) <3 log n
(P5) VU, Wc V, Ue W disjuntos com |U|, |W] > n / log n, entdo
(11 NI p < e (U < (140 U p <2 (U W p e
ec(U) <|Ul' p
(P6) V 1 <k <2q e paratodas as escolhas de subconjuntos S,....,S, de V, tal que |S;|<2np e

ISinS;| < 12log n, 0o nimero Z de vértices com pelo menos um vizinho em cada S, satisfaz
Z-/<n"”, onde p=nTI_"(1-(1-p)")
(P7) G tem a propriedade T(A,a)

O Lema 6.1 abaixo ¢ uma das hipoteses necessarias do Lema 2.4. A prova ndo ¢
muito complicada e se resume a provar que cada propriedade da familia § satisfaz o lema.
Algumas delas sao imediatas como a (P7) que corresponde ao Lema 2.3, e as outras, na sua
maioria, se resolvem por aplicacdo da desigualdade de Markov e do limite de Chernoff.

Lema 6.1: Vp=p(n) tal que cz/\/n <p <C2/\/n, temos /imp— Pr{G(n,p) €eG]=1
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