Analise de Algoritmos

Slides de Paulo Feofiloff

[com erros do coelho e agora tambéem da cris]
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Multiplicacao de inteiros gigantescos

~ n:=n0mero de algarismos. o

Problema: Dados dois numeros inteiros X|[1..n] e Y|1..n]
calcular o produto X Y.

Entra: Exemplo com n = 12
12

X 19121314 |5|5|45|6[2|9]8

Y 1016328419938 |4|4
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Multiplicacao de inteiros gigantescos

~ n:=n0mero de algarismos. o

Problema: Dados dois numeros inteiros X|[1..n] e Y|1..n]
calcular o produto X Y.

Entra: Exemplo com n = 12
12

X 19121314 |5|5|45|6[2|9]8

Y 1016328419938 |4|4

Sai:

23 XY 1

o |
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-

Algoritmo do ensino fundamental

*

*

*

*

*

*

*

X *

* *

* * *

O algoritmo do ensimo fundamental é ©(n?).

|
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Divisao e conquista

LX-Y:A-Cx1on+(A-D+B-(J)><10W2W+B-D |
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- X

A3

X Y=ACx10*+(A-D+B-C)x10°+B-D

D

A C = 1829 (A-D+ B-C)=1116 + 2419 = 3535
B-D = 1476
A-C 1 8290000
A-D+B-C) 353500
B-D 1 4 7 6
XY = 1 86 449 76

|
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Algoritmo de Multli-DC

- Algoritmo recebe inteiros X[1..n] e Y[1..n] e devolve X -Y. |

MULT (X, Y, n)

sen=1devolva X -Y

q — [n/2]

A—X|g+1..n] B — X]|[1..¢]
C—Y|lg+1..n] D —YJ[l..q]
E «— MULT(A,C, |n/2])

F «— MULT(B, D, [n/2])
G «— MULT(A, D, [n/2])
H « MULT(B, C, [n/2])
R«+— Ex10"+ (G+ H) x
devolva R

% 1017/2] L F

QW O~NOOT P WN B

=

LT(”) = consumo de tempo do algoritmo para multiplicar J
dois inteiros com n algarismos.
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Consumo de tempo

linha todas as execucoes da linha

1 = o)
2 = o)

3 = 0O(n)

4 = 0O(n)

5 = T(|n/2])

6 = T([n/2])

7 = T([n/2])

8 = T([n/2])

9 = O(n)

10 = 0O(n)

total = T(|n/2])+3T([n/2]) + O(4n + 2) o
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Consumo de tempo

-

As dicas no nosso estudo de recorréncias sugerem que a
solucao da recorréncia

-

ri) = e
Tn) = T(|n/2])+3T([n/2])+0O(n) paran=2,34,..

esta na mesma classe © que a solucao de

1
T'(n) = 4T'(n/2)+n paran=2,2%2° ...

R

~
—_

~—
|

n \1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
T’(n)\l 6 28 120 496 2016 8128 32640 130816 523776

o
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Conclusoes

T'(n) é O(n?).

T(n) é O(n?).

O consumo de tempo do algoritmo MULT é ©(n?).

Tanto trabalho por nada ...
Sera?!?

o
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Pensar pequeno

- Olhar para ntimeros com 2 algarismos (n=2). o

Suponha X =abeY =cd.
Se cada multiplicacao custa R$ 1,00 e
cada soma custa R$ 0,01, quanto custa X - Y?

o |
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Pensar pequeno

- Olhar para ntimeros com 2 algarismos (n=2). o

Suponha X =abeY =cd.
Se cada multiplicacao custa R$ 1,00 e

cada soma custa R$ 0,01, quanto custa X - Y?
Eis X - Y por R$ 4,03:

X a b
Y C
ad bd
ac be

X-Y ac ad+bc bd
XY =ac x 10° + (ad + be) x 101 + bd

o |
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Pensar pequeno

- Olhar para ntimeros com 2 algarismos (n=2). o

Suponha X =abeY =cd.
Se cada multiplicacao custa R$ 1,00 e

cada soma custa R$ 0,01, quanto custa X - Y?
Eis X - Y por R$ 4,03:

X a b
Y C
ad bd
ac be

XY ac ad-+bc bd

XY =ac x 10° + (ad + be) x 101 + bd
Solucao mais barata?

o |
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Pensar pequeno

- Olhar para ntimeros com 2 algarismos (n=2). o

Suponha X =abeY =cd.
Se cada multiplicacao custa R$ 1,00 e

cada soma custa R$ 0,01, quanto custa X - Y?
Eis X - Y por R$ 4,03:

X a b
Y C
ad bd
ac be

XY ac ad-+bc bd

XY =ac x 10° + (ad + be) x 101 + bd

Solucao mais barata?
LGauss faz por R$ 3,06! J
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X - Y por apenas R$ 3,06
X a b T

Y C d
ad bd
ac bc

XY ac ad-+bc bd
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X - Y por apenas R$ 3,06
f X a b —‘

Y c d
ad bd
ac bc

XY ac ad-+bc bd

(a+b)(c+d) =ac+ ad + be+ bd =
ad 4+ bc = (a + b)(c+d) — ac— bd

g=(a+0b)(c+d) e = ac [ =bd h=qg—e—f

X-Y (porR$3,06) =e x 10> +h x 10" + f

- N
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Exemplo

-

X = 2133 Y = 2312
ac = 7 bd = 7

X-Y=27
(a+b)(c+d)= 7

Algoritmos — p.12/43



Exemplo

-

X = 2133 Y = 2312 X-Y=27
ac= 7 bd = 7 (a+b)(c+d)= 7
X= 21 Y= 23 X Y =7
ac= 7 bd= 7 (a+b)(c+d)= 7




Exemplo

X = 2133 Y = 2312 XY =

?
ac= 7 bd = 7 (a+b)(c+d)= 7

|
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Exemplo

-

X = 2133 Y = 2312 X-Y=27
ac= 7 bd = 7 (a+b)(c+d)= 7
X= 21 Y= 23 X Y= 7
ac= 4 bd= 7 (a+b)(c+d)= 7




Exemplo

X = 2133 Y = 2312 X Y =

?
ac= " bd = 7 (a+b)(c+d)= 7

4 bd= 7 (a+b)(c+d) =

N

ac

N

|
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Exemplo

-

X = 2133 Y = 2312 X-Y=27
ac= 7 bd = 7 (a+b)(c+d)= 7
X= 21 Y= 23 X Y= 7
ac= 4 bd= 3 (a+b)(c+d)= 7




Exemplo

f X = 2133 Y = 2312 XY =

?
ac= " bd = 7 (a+b)(c+d)= 7

X= 21 Y= 23 XV =7
ac= 4 bd= 3 (a+b)(c+d)= 7

- |
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Exemplo

f X = 2133 Y = 2312 X Y=7 —‘
ac= 7 bd = 7 (a+b)(c+d)= 7

X= 21 Y= 23 XY = 483
ac= 4 bd= 3 (a+b)(c+d) = 15

o |
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Exemplo

-

X = 2133 Y = 2312
ac= 483 bd= 7
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Exemplo

-

X = 2133 Y = 2312 X-Y=27
ac= 483 bd= 7 (a+b)(c+d)= 7
X= 33 Y= 12 X Y=7
ac= 7 bd= 7 (a+b)(c+d)= 7




Exemplo

2133 Y = 2312 XY =

?
483 bd= 7?7 (a+b)(ct+d) = ?

bd= 6 (a+b)(c+d) = 18

|
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Exemplo

-

X = 2133 Y = 2312
ac = 483 bd = 396

(a
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Exemplo

f X = 2133 Y = 2312 XY =

?
ac= 483 bd= 396 (a+b)(c+d)= 7

X= 54 Y= 35 X-Y =
ac= 7 b= 7 (a+b)(c+d) =

.\:) .\3

. N
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Exemplo

X = 2133 Y = 2312 X Y=7
ac= 483 bd= 396 (a+Db)(c+d)= 7

ac= 15 bd= 20 (a+b)(c+d)= T2

|
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Exemplo

[ X2 33 v= 312 XY= 7 -
ac= 483 bd= 396 (a-+b)(c+d)= 1890
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Exemplo

[ X2 a3 vy= 31 XY = 4931496
ac= 483 bd= 396 (a-+b)(c+d)= 1890




Algoritmo Multi

fAIgoritmo recebe inteiros X|1..n] e Y|[l..n| e devolve X - YT
(Karatsuba e Ofman).
KARATSUBA (X,Y, n)
sen<3devolva XY
q — [n/2]
A— X|g+1..n] B «— X|1..q]
C—Y|g+1..n] D —YI[l..q]
E «— KARATSUBA(A, C, [n/2])
F «— KARATSUBA(B, D, [n/2])
(i + KARATSUBA(A + B,C + D, [n/2] + 1)
H«—G-F—-F
R—FEx10"+ H x 10/"2l 4 F
devolva R

=
QWO NOOITS,WNEPE

T(n) = consumo de tempo do algoritmo para multiplicar
Ldois Inteiros com n algarismos. J
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Consumo de tempo

f linha todas as execucoOes da linha T

1 = 01

2 = 0()

3 = 0O(n)

4 = 0O(n)

5 = T(|n/2])

6 = T([n/2])

7 = T([n/2]+1)

8 = 0O(n)

9 = 0O(n)

10 = O(n)

total = T([n/2])+T(|n/2])+T(|n/2]+1)+ O(5n+2)
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Consumo de tempo

~ As dicas no nosso estudo de recorréncias sugerem que a |
solucao da recorréncia

T(n) = ©(1) paran=1,2,3
Tn) = T(n/2])+T(n/2])+T(|n/2]+1)+6(n) n=>4

esta na mesma classe © que a solucao de

T'(1) 1
T'(n) = 3T'(n/2)+n paran=2,2%2° ..

n |12 4 8 16 32 64 128 256 512
T'(n) |1 5 19 65 211 665 2059 6305 19171 58025

o |
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Conclusoes

R(n) é O(n'e3).

Conclusao anterior+Exercicio 9.B =
T(n) é O(n'e?).

O consumo de tempo do algoritmo KARATSUBA é
O(n'e3) (1,584 < Ig3 < 1,585).

|
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Malis conclusoes

-

Consumo de tempo de algoritmos para multiplicacao de T
Inteiros:

Jardim de infancia ©(n 10™)
Ensino fundamental O(n?)
Karatsuba e Ofman O (n'!o%)
Schonhage e Strassen O(nlgnlglgn)

o |
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Ambiente experimental

~ Aplataforma utilizada nos experimentos é um PC rodando |
Linux Debian ?.? com um processador Pentium |l de
233 MHz e 128MB de memodria RAM .

Os codigos estao compilados com 0 gcc versao 2.7.2.1 e
opcao de compilacao -02.

As implementacOes comparadas neste experimento sao as
do algoritmo do ensino fundamental e do algoritmo
KARATSUBA.

O programa fol escrito por Carl Burch:
http://www-2.cs.cmu.edu/ cburch/251/karat/.

o |
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Resultados experimentais

n | Ensino Fund. | KARATSUBA
4 0.005662 0.005815
8 0.010141 0.010600
16 0.020406 0.023643
32 0.051744 0.060335
64 0.155788 0.165563
128 0.532198 0.470810
256 1.941748 1.369863
512 7.352941 4.032258

Tempos em 10° segundos.

o

-

|
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Multiplicacao de matrizes

Problema: Dadas duas matrizes X[1..n,1..n] e o
Y|[1..n,1..n] calcular o produto X - Y.

Os algoritmo tradicional de multiplicacdo de matrizes
consome tempo O(n?).

()=

r = ae + bg
s=af + bh
t =ce+dg
u=cf+dh (0)

LSolugéo custa R$ 8,04 J
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Divisao e conquista

X ..

R=AFE+ BG
S=AF+ BH
T=CF+ DG
U=CF+DH (O)—|
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Algoritmo de Multi-Mat

- Algoritmo recebe inteiros X[1..n] e Y[1..n] e devolve X -Y. |

MULTI-M (X, Y, n)

OO0 NOoO Ok WN B

sen=1devolva X -V

(A, B,C, D) «— PARTICIONE(X,n)

(E,F,G,H) «— PARTICIONE(Y, n)

R« MULTI-M(A, E,n/2) + MULTI-M(B, G, n/2)
S «— MULTI-M(A, F,n/2) + MULTI-M(B, H,n/2)
T «— MULTI-M(C, E,n/2) + MULTI-M(D, G, n/2)
U «— MULTI-M(C, F,n/2) + MULTI-M(D, H,n/2)
P « CONSTROI-MAT(R, S, T,U)

devolva P

T(n) = consumo de tempo do algoritmo para multiplicar
Lduas matrizes de n linhas e n colunas. J
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Consumo de tempo

-

linha todas as execucoes da linha

-

N— T T N N N N T

O PO DOPHNNBNKOOD
| I | O | | [

- N M T IO O N~ 00 O

= 8T(n/2)+ O(4n* + 1)

total



Consumo de tempo

-

solucao da recorréncia

(1) = O(1)

T(n) = 8T(n/2)+0O(n?) paran=2,34, ..

esta na mesma classe © que a solucao de

1

T'(1)

T'(n) = 81'(n/2)+n? paran=2,222° ...

n\1248 16 32 64 128

As dicas no nosso estudo de recorréncias sugeri que a

-

256

T'(n) |1 12 112 960 7936 64512 520192 4177920

o

3348889

|
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Conclusoes

R(n) é O(n?).

Conclusao anterior+Exercicio =
T(n) & O(n?).

O consumo de tempo do algoritmo MULTI-M é
O(n3).

|
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Strassen: X - Y por apenas R$ 7,18

N I R R (S
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Strassen: X - Y por apenas R$ 7,18

p2 = (a + b)h = ah + bh
p3 = (c+d)e = ce + de
ps =d(g—e) =dg+ de
ps = (a+d)(e+ h) = ae + ah + de + dh
pe = (b—d)(g+h) = bg +bh — dg — dh
pr=(a—c)le+ f)=ae+af —ce—cfd
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Strassen: X - Y por apenas R$ 7,18
o pr=a(f —h)=af —ah o

p2 = (a + b)h = ah + bh
p3 = (c+d)e = ce + de
ps=d(g—e)=dg+de
ps = (a+d)(e + h) = ae + ah + de + dh
pe = (b—d)(g +h) = bg + bh — dg — dh
pr=(a—c)le+ f)=ae+af —ce—cfd

r = ps5+p4s—p2 + P = ae + by
s=p1+p2=af +0bh
t =p3+ps=ce+dg

L uw=ps+p —p3—pr=-cf+dh J
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Algoritmo de Strassen

o STRASSEN (X, Y, n) O
1 sen=1devolva X Y
2 (A, B,C,D) — PARTICIONE(X,n)
3 (E,F,G,H) <~ PARTICIONE(Y,n)
4 P, — STRASSEN(A, F — H,n/2)
5 P, — STRASSEN(A+ B, H,n/2)
6 P« STRASSEN(C + D, E,n/2)
7 P, < STRASSEN(D,G — E,n/2)
8 P« STRASSEN(A+ D,E + H,n/2)
9 Py« STRASSEN(B — D.G + H,n/2)
10 P« STRASSEN(A — C,E + F,n/2)
11 R+ P54+ Py— P+ P
12 S~ P+ P
13 T+ P3+ Py
14 U «— P+ P —P3—
15 devolva P « CONSTROI-MAT(R, S, T, U) -
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Consumo de tempo

linha todas as execucoOes da linha
1 = O(1)
2-3 = 0O(n?
4-10 = 7,7(n/2)+ 6O(n?)
11-14 = 0©O(n?)
15 = 0O(n?
total = 77 (n/2)+0O(4n? +1)
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Consumo de tempo

-

solucao da recorréncia

T(1) = 6(1)
T(n) = 7T(n/2)+0O(n?) paran=2,34, ..

esta na mesma classe © que a solucao de

(1) = 1
T'(n) = 7T'(n/2)+n? paran=2,222° ...

n \1 2 4 8 16 32 64 128

As dicas no nosso estudo de recorréncias sugeri que a

-

256

T'(n) |1 11 93 715 5261 37851 269053 1899755

o

13363821

|
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Solucao assintotica da recorréncia
fConsidere a recorréncia T

R(1) = 1
R(n) = TR(|%])+n® paran=23/4,...

Verifiqgue por inducédo que R(n) < 19(n — 1)'87 — 2n? para
n=234.. .
2,80 <l1g7 < 2,81

n 1 2 3 4 5 6 7 8
R(n) 1 11 8 93 627 638 700 715
19(n—1)87 —2n2 | =1 11 115 327 881 1657 2790 4337

o |
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Conclusoes

R(n) € ©(n®").

T(n) € ©(n=7).

O consumo de tempo do algoritmo STRASSEN &
O(n'e") (2,80 <lg7 < 2,81).

Algoritmos
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Malis conclusoes

-

Consumo de tempo de algoritmos para multiplicacao de
matrizes:

-

Ensino fundamental O(n?)
Strassen O(n?s1)

Coppersmith e Winograd ©(n?3%)

o |
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