Analise de Algoritmos

Slides de Paulo Feofiloff

[com erros do coelho e agora também da cris]

Algoritmos — p.



Quicksort

CLRS 7
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Particao

Problema: Rearranjar um dado vetor A|p..d] e devolver umT
indicegtalquep <¢g<de

Alp..q—1] < Algl < Alg+1..d]

Entra:
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Particao

Problema: Rearranjar um dado vetor A|p..d] e devolver umT
indicegtalquep <¢g<de

Alp..q—1] < Algl < Alg+1..d]

Entra:

Sai:
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Particione
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Particione
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Particione

( 9 T
A 99335577 |11|22|88|66/|33 |44
1 9 T
A 13319955 |77 |11][22|88|66 |33 |44
1 9 x
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Particione

7 9 T
A 1993355771122 88|66 |33 |44
1 9 T
A (33199557711 ]22|88|66 |33 |44
7 9 T
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Particione

( 9 T
A 99335577 |11|22|88|66/|33 |44
1 9 T
A 13319955 |77 |11][22|88|66 |33 |44
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Particione

Rearranja Afp..d] de modoque p < ¢ <de -
Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..d]

PARTICIONE (A4, p, d)

1 2+« Al > x € 0 “pivo”
2 i+ p—1

3 para j« paté d—1faca
4 se Ajj] <=z

5 entao ¢ «— i+ 1

6 Ali] — Alj]
7 Ali+1] < Ald]

8 devolva 7+1

Invariantes: no comeco de cada iteracao de 3-6,

(0 Alp..i) <z (1) A+l -1 >z (2 Ald =z
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Consumo de tempo

L .

Quanto tempo consome em funcédode n:=d —p+ 1?
linha consumo de todas as execucoOes da linha

1-2 =206(1)

3 = O(n)

4 = O(n)

5-6 =20(n)

7-8 =20(1)

total =0©(2n+4)+ O(2n) = O(n)
Conclusao:

L O algoritmo PARTICIONE consome tempo O(n). J




Quicksort

- Rearranja Afp..d] em ordem crescente. -

QUICKSORT (A, p,d)

1 sep<d

2 entao ¢ «— PARTICIONE (A, p, d)
3 QUICKSORT (A,p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q + 1,d)
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- Rearranja Afp..d] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,d)
sep<d

Quicksort

entdo ¢ «— PARTICIONE (4, p, d)

> WINPE

A

p

QUICKSORT (A, p,q — 1)
QUICKSORT (A, g+ 1,d)

33

11

22

33

44

99

88

66

I

99

No comeco da linha 3,

o

Alp..q—1] < Alg] < Alg+1. .d]
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- Rearranja Afp..d] em ordem crescente.

QUICKSORT (A4, p, d)

sep<d

Quicksort

entdo ¢ «— PARTICIONE (4, p, d)

QUICKSORT (A,p,q — 1)

W DNPE

QUICKSORT (A, ¢ + 1,d)

22

33
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Quicksort

- Rearranja Afp..d] em ordem crescente. -

QUICKSORT (A, p,d)

1 sep<d

2 entao ¢ «— PARTICIONE (A, p, d)
3 QUICKSORT (A,p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q + 1,d)
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Quicksort

~ Rearranja A[p..d] em ordem crescente. -

QUICKSORT (A, p,d)
1 sep<d
entao ¢ «— PARTICIONE (A, p, d)

2

3 QUICKSORT (A,p,q — 1)

4 QUICKSORT (A,q + 1,d)
No comeco da linha 3,

Alp..q—1] < Alqg] < Alg+1..d]

Consumo de tempo?

o -
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Quicksort

~ Rearranja A[p..d] em ordem crescente.

QUICKSORT (A4, p, d)

1 sep<d

2 entao ¢ «— PARTICIONE (A, p, d)
3 QUICKSORT (A,p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q + 1,d)

No comeco da linha 3,

Alp..q—1] < Alqg] < Alg+1..d]

Consumo de tempo?
T(n) := consumo de tempo no pior caso sendo

L n:=d—p+1

Algoritmos — p. 1



Consumo de tempo

L .

Quanto tempo consome em funcédode n:=d —p+ 1?

linha consumo de todas as execucoes da linha
1 = 7

2 = 7

3 = 7

4 —

total = 7?7?77
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Consumo de tempo

L .

Quanto tempo consome em funcédode n:=d —p+ 1?

linha consumo de todas as execucoes da linha
1 = 0O(1)

2 = O(n)

3 = T(k)

4 = Tn—Fk—1)

total = Tk)+Tn—k—1)4+06(n+1)

0 < ki=qg—p < n-—1



Recorréncia

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =d —p + 1

=

T(0) =06(1)
T(1) =06(1)
Tn)=Tk)+Tn—k—1)+0(n) paran=2,3,4,...
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Recorréncia

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =d —p + 1

-

T(0) =06(1)
T(1) =06(1)
Tn)=Tk)+Tn—k—1)+0(n) paran=2,3,4,...

Recorréncia grosseira:
T(n)=T0)+T(n—1)+6(n)

T(n) é O(777).

o -
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Recorréncia

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =d —p + 1

-

T(0) =06(1)
T(1) =06(1)
Tn)=Tk)+Tn—k—1)+0(n) paran=2,3,4,...

Recorréncia grosseira:
T(n)=T0)+T(n—1)+6(n)
T(n) € O(n?).

LDemonstrac;éo: ... Exercicio! J



Recorréncia cuidadosa

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =d —p+ 1

=

T(0) = 6(1)
T(1)=06(1)
T(n) = 0<1£3§_1{T(k) +T(n—k—1)}+0O(n) paran=2,3,4,...
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Versao simplificada

=

max {T(k)+T(n—k—1)}+n paran=2,3,4,...

0<k<n-—1

n|0 1 2 3 4 5

T(n)|1 1 242 543 9+4 14+5
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Versao simplificada

- .

1
1

= =3
GRS
n

T(k)+T(n—Fk—1 aran =2,3,4, ...
ppax AT (k) +T(n )} +n paran =234,

n|0 1 2 3 1 5
T(n)|1 1 242 543 9+4 14+5

Vou mostrar que T'(n) < n* + 1 paran > 0.

o -
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Demonstracao

Prova: Trivial paran < 1. Se n > 2 entao
T = T(k)+T(n—k—1
(n) = max <T(k)+T(n >} o
ni ( ) )
< max (kH+14+n—k=1)"+1r+n
0<k<n-—1

\

7ﬂ—n+3

T£+L

VAN

Prove que T'(n) > 5n” paran > 1.

o -
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Algumas conclusoes

T(n) é O(n?).

O consumo de tempo do QUICKSORT no pior caso
é O(n?).

O consumo de tempo do QUICKSORT é O(n?).

o

Algoritmos — p. ]



Quicksort no melhor caso

M (n) := consumo de tempo minimo quandon =d —p+1

M(0) = O(1)
M(1) =)
M(n) = O<rkn<12_1{M(k) +M(n—k—1)}+06(n) paran=2,3,4,...

Algoritmos — p. ]



Quicksort no melhor caso

M (n) := consumo de tempo minimo quandon =d —p+1

M(0) = O(1)
M(1) =)
M(n) = O<rkn<12_1{M(k) +M(n—k—1)}+06(n) paran=2,3,4,...

Mostre que, paran > 1,

M(n) > (n+1)lg(n+1).
Isto implica que no melhor caso 0 QUICKSORT e Q(nlgn).
Que € 0 mesmo que dizer que 0 QUICKSORT é Q(nlgn).

o -
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Mais algumas conclusoes

M(n) € O(nlgn).

O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor
caso é Q(nlogn).

Na verdade ...

il

O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor
caso é O(nlogn).




Quicksort aleatorizado

CLRS 7.4

Algoritmos — p. ¢



Exercicio

~ Considere a recorréncia -
T(1) = 1

T(n)=T(|n/3])+T(|2n/3]) + 5n

paran = 2,3.4,...

Solucgao assintoética: T'(n) € O(777), T'(n) € O(777)

Algoritmos — p. Z



Exercicio
fConsidere a recorréncia T
T(1) =1
T(n)=T(In/3])+T([2n/3]) + dn
paran =2,3,4,...
Solucgao assintoética: T'(n) € O(777), T'(n) € O(777)

Vamos olhar a arvore da recorréncia.

o -

Algoritmos — p. Z



Arvore da recorréncia

2
n 2n 2n 4n,
55 : 59\ /5 ?\
R 542 s 5%
Ltotal de niveis < log /5 n J
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Arvore da recorréncia

-

soma em cada horizontal < 5n
numero de “niveis” < logs/,n
T(n) = asoma de tudo

N

logz /o 1

T(n) e O(nlgn).

o -
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De volta a recorréncia

Tn)=T([n/3])+T(|2n/3]) + bn
paran =234, ...
T(n)
1
1+1+5-2=12
1+124+5-3=28
12+124+5-4=44

Vamos mostrar que T'(n) < 100nlgn paran = 2,3,4,5,6, ...
Paran =2temos 7T(2) =12 < 100-2-1g2.
Paran = 3temos 7T(3) =28 < 100 -3 -1g 3.

LSuponha agora que n > 3. Entao

B WODN PP S
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A=

I

Continuacao da prova

T(150) + T(L5)) + n

n n 2N 2n
1 — | lg| = 1 — | lg| —
00(31 g(SH 00[ 3J gL3J+5n

n—+ 2 2n . 2n

3
n -+ 2 n 2n . 2n

lo — + 1 100— lg — + 5

: (g3+ ) + 5 ls + 5n
n+2. 2n 2n . 2n

3 3

2N 2n . 2n

n
100716 2™ 1100216 2™ + 1007 10 2™ 4 5
3873 " 3g3+ 3 &g Ton
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Continuacao da continuacao da prova

- .

2 2
< 100nlg?n +67lg?n +5n

2 2
= 100nlgn + 100nlg§ +67lgn+67lg§ + on

< 100nlgn + 100n(—0.58) + 671gn + 67(—0.58) + 5n
< 100nlgn — 58n + 671gn — 38 + dHn

= 100nlgn —53n 4+ 671gn — 38

//////
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De volta ao caso médio
fO consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é ???.T

oz 9 .
Particao ;; para j:

R(n) = R(| %) + R([2252]) + ©(n)

Algoritmos — p. Z



De volta ao caso médio
fO consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é ???.T

oz 9 .
Particao ;; para j:

R(n) = R(| %) + R([2252]) + ©(n)

Solucao: R(n) € O(nlgn)

Algoritmos — p. Z



De volta ao caso médio
fO consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio é ???.T

oz 9 .
Particao ;; para j:

R(n) = R(| %) + R([2252]) + ©(n)

Solucao: R(n) € O(nlgn)
ISSO sugere que consumo medio é O(nlgn).

Confirmacgao?

. :



Particione

Rearranja Afp..d] de modoque p < ¢ <de -
Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..d]

PARTICIONE (A4, p, d)

1 2+« Al > x € 0 “pivo”
2 i+ p—1

3 para j« paté d—1faca
4 se Ajj] <=z

5 entao ¢ «— i+ 1

6 Ali] — Alj]
7 Ali+1] < Ald]

8 devolva 7+1

Invariantes: no comeco de cada iteracao de 3-6,

(0 Alp..i) <z (1) A+l -1 >z (2 Ald =z

Algoritmos — p. Z



Exemplos

- Nlmero médio de execug@es da linha 4 do PARTICIONE.
Suponha que Alp..r] € permutacao de 1. .n.

Alp..r] execs Alp..r] execs
1,2 1 1,2,3 2+1
2,1 1 2,1,3 2+1

média 1 13,2 2+0

3,1,2 2+0
2,3,1 2+1
3,2,1 2+1
média 16/6

Algoritmos — p. &



-

Mais um exemplo

Alp..r]

EXECS

Alp..r]

EXECS

1,2,3,4
2,1,3,4
1,3,2,4
3,1,2,4
2,3,1,4
3,2,1,4
1,2,4,3
2,1,4,3
1,4,2,3
4,1,2,3
2,4,1,3
4,2,1,3

3+3
3+3
3+2
3+2
3+3
3+3
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1

1,3,4,2
3,1,4,2
1,4,3,2
4,1,3,2
3,4,1,2
4,3,1,2
2,3,4,1
3,2,4,1
2,4,3,1
4,2,3,1
3,4,2,1
4,3,2,1

média

3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+1
3+3
3+3
3+2
3+2
3+3
3+3

116/24

-
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Quicksort aleatorizado

~ PARTICIONE-ALEA(A, p, d) -
1 i+« RANDOM (p,d)
2 Al — Ald]

3 devolva PARTICIONE (4, p, d)

QUICKSORT-ALE (A, p, d)

1 sep<d

2 entdo ¢ «— PARTICIONE-ALEA (A, p,d)
3 QUICKSORT-ALE (A, p,q — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A, ¢ + 1, d)

Analise do consumo medio?
Basta contar o numero esperado de comparacoes na
linha 4 do PARTICIONE

o -
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Exemplo

1 2 3 4 5 6 7

Algoritmos — p. &

I 01 0 0 O

I 1.0 0 O

1
0

I 0 0 O

1

1

0
1

1
1

1

1
2

411 1 1

510 0 0 1

60 0 0 1 1

710 0 0 1 0 1




Resumo de probabilidade

- (S.Pr) espaco de probabilidade, S = conjunto finito -
(eventos elementares)
Pr{} = (distribuicao de probabilidades) funcao de S em

0, 1] tal que

pl. Pr{s} > 0;

2. Pr{S}=1;e

03. A, BC S, AnNB=0=Pr{AUB} =Pr{A} + Pr{B}.

Um evento &€ um subconjunto de S.

Uma variavel aleatoria € uma funcao numerica definida
sobre o0s eventos elementares.

‘X =k’éuma abreviagcao de {s € S: X(s) = k}
L EX| = ZkeX k-Pr{X =k} =) g X(s)-Pr{s} J

Algoritmos — p. &



Caso medio
fO consumo de tempo do QUICKSORT no caso médio & ???.T

i ~AxA L 2.
Particao 5 para z.

R(n) = R(L”T_lj) + R(P"?)_Q]) + O(n)

Solugao: R(n) € ©(nlgn). veja exercicio a seguir

. :



Consumo de tempo esperado

-

Suponha Alp..r| permutacao de 1..n.

=

X, = humero de comparacOes entreaeb
na linha 4 de PARTICIONE

Queremos calcular
X = total de comparagoes “A|j| < z”
n—1 n
= ). 2. Xa

a=1 b=a-+1
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