Analise de Algoritmos

Essas transparéncias foram adaptadas das transparéncias
do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. Jose Coelho de Pina.
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Resolucao de recorréncias
Substitua a notacao assintotica por funcao da classe. T
Restrinja-se a n poténcia de algo, se necessario.
Estipule que na base o valor € 1.

Use expansao ou arvore de recorréncia para
determinar um “chute” de solucao.

Confira se o chute esta correto.
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Resolucao de recorréncias

-

Substitua a notacao assintotica por funcao da classe.
Restrinja-se a n poténcia de algo, se necessario.
Estipule que na base o valor € 1.

© o o @

Use expansao ou arvore de recorréncia para
determinar um “chute” de solucao.

#® Confira se o chute esta correto.

Exemplos:

® T(n) = T(|n/2])+O(1)

(n) = T(n—1)+06(n)

® T(n) = 3T(|n/2]) +O(n)
(n) = 2T(|n/2]) + ©(n?) B
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Resolucao de recorréncias

fRecorréncia do Mergesort: T
T(n) = T(|n/2])+T(|n/2]) 4+ O©(n)
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Resolucao de recorréncias

fRecorréncia do Mergesort: T
T(n) = T(|n/2])+T(|n/2]) 4+ O©(n)

Versao simplificada:
T(1)=1 e T(n)=2T(n/2)+n paran > 2 poténcia de 2.
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Resolucao de recorréncias

fRecorréncia do Mergesort: T
T(n) = T(|n/2])+T(|n/2]) 4+ O©(n)

Versao simplificada:
T(1)=1 e T(n)=2T(n/2)+n paran > 2 poténcia de 2.

Expansao:
T(n)= 2T(n/2)+n
= 2(2T(n/2*) +n/2) +n = 2°T(n/2°) + 2n
= 2°(2T(n/2°) +n/2%) 4+ 2n = 2°T(n/2°) + 3n
= 23(27(n/2%) +n/2°) +3n = 2'T(n/2") + 4n
= ... = 2"T(n/2%) + kn parak=Ign

L = nT(1)+ (Ign)n = n+nlgn = O(nlgn) J
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Resolucao de recorréncias

T(n) = T(ln/2]) + (1) N
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Resolucao de recorréncias

o T(n) = T(ln/2]) + (1) N

Versao simplificada:
T(1)=1 e T(n)=1T(n/2)+ 1 paran > 2 poténcia de 2.

Algoritmos —p. 4



Resolucao de recorréncias

- T(n) = T(|n/2]) +O(1) -
Versao simplificada:
T(1)=1 e T(n)=1T(n/2)+ 1 paran > 2 poténcia de 2.

Expansao:
T(n)= T(n/2)+1
(T( ) +1 = T(n/2%) +2
= (T(n/2°)+1)+2 = T(n/2°)+3
(T(n/2")+ 1) +3 = T(n/2") + 4
k
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Resolucao de recorréncias

T(n) = T(n—1)+06(n) T
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Resolucao de recorréncias

| T(n) = T(n—1)+0(n) -

Versao simplificada:
T(1)=1e T(n) = T(n—1)+n paran > 2.
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Resolucao de recorréncias

| T(n) = T(n—1)+0(n) -

Versao simplificada:
T(1)=1e Tn) = T(n—1)+nparan > 2.

Expansao:

Tn)=T(n—1)+n
=Tn—-2)+n—1)+n
=Tn-3)+n—-2)+(n—1)+n
=Tn—-4)+n-3)+n—2)+(n—1)+n
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Resolucao de recorréncias

Expanséo: T
Tn)= Tn—-1)+n
=Tn—-2)+n—1)+n
=Tn-3)+n—2)+(n—1)+n
= =T1)+2+3+--+(n—=-2)+(n—-1)+n
24t =)+ (=2 +n = BED g
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Resolucao de recorréncias

Expanséo: T

Tn)=Tn—-1)+n
=Tn—-2)+n—1)+n
= Tn—-3)+n—-2)+(n—1)+n

Note que ndo temos restricdo no n neste caso.

So6 faca a conta quando
0S termos que saem da recorréncia sao 0 mesmo
ucomo 0 n ha recorréncia do Mergesort, e o 1 na anterior). J
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T(n) = 3T(|n/2])+ O(n)

Werséo simplificada: T
T1)=1

T(n)=3T(n/2)+n paran > 2 poténcia de 2.
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T(n) = 3T(|n/2])+ O(n)

Werséo simplificada: T
T1)=1

T(n)=3T(n/2)+n paran > 2 poténcia de 2.
Expansao:

T(n) = ST(g)—i—n

3
= 3(3T(22)+ 2)+n = 32T(22)+§n+n
n 3 n 3\ 2 3
= 3 (ST(23)+22)+2n+n — 33T(¥)+(§) n+§n+n

Algoritmos —p. 7



T(n) = 3T(|n/2])+ O(n)

Werséo simplificada: T
T(1) =1
T(n)=3T(n/2)+n paran > 2 poténcia de 2.
Expansao:
T(n) = ST(g)—i—n
n n n 3
= 3(3T(55) +5) +n = 3T(55) +5n+n
n n 3 n 3\ 2 3
= 32(3T(?) +?) +§n+n = SBT(f) + (5) n+§n+n
n n 3\ 2 3
:33(3T(?)+?)+(§) n+§n+n (3)
n 3\ 3 3\ 2 !
= 34T(2—4) + (5) n + (5) n+-n+n



T(n) = 3T(|n/2])+ O(n)
ExpanséiO' T

T(n)= 3T(%) +n = 3T(; + 2 nn

22) 2
53 n 32 3

= ST(ﬁ) (2)n+§n+n

Y n 33 32 3

= 3T(2—4)+(§)n+(§)n+§n+n

3 3
= SkT(Qk)+(§)k_1n+---+§n+n para k = lgn
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T(n) = 3T(|n/2])+ O(n)
Expans’éiO' T

3
T(n) = (g)+n—32T(22)+2n+n
53 n 32 3
= ST(ﬁ) (2)n+§n+n
Y n 33 32 3
= 3T(2—4)+(§)n+(§)n+§n+n
3 3
= ... = SkT(Qk)+(§)k_1n+---+§n+n para k =lgn
lgn— 13
= 38" 7(1) + ( 5)n
1=0
(5)8" —1 1 3\lgn
= 4 ()0 = 35 2((5)"" 1)
| 71 2 -
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T(n) = 3T(|n/2])+ O(n)

-

3 3
— BkT(:—k)+(§)k_1n+---+§n+n para k =lgn
3lgnT 1 lgn_l §) Slgn i ((%)lgn — 1)n
1=0

3
lgn 9 _lgn_l
3" + ((2) )n

lgn
3lg"—|—2(3 —1)n

n
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T(n) = 3T(|n/2])+ O(n)
-

3
= 3’“T(—)+(§)’“_1n+---+§n+n para k =lgn




T(n) = 3T(|n/2])+ O(n)

3

-

= 3’“T(—)+(§)’“_1n+---+—n+n para k =lgn

2k 2
lgn—1 3\lgn
BENT(L)+ () g)n — 31gn+((2)3 1 1)n
0 5 —
Z lgn

3
BEM+2((5)F" —n = 387 +2(

— 1)n
T
387 +2 (38" —n)
3lgn 4 93len _op

33len _op



1 lgn—l3 1 (%)lgn 1
T(n) = 38" 7(1) + ( iz% §)n — 3len 4 ( . )n
lgn
= 35" +2((5)*" —n = 3#"+2(— —1)n
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1 lgn—l3 1 (%)lgn 1
T(n) = 38" 7(1) + ( iz% §)n — 3len 4 ( . )n
lgn
= 35" +2((5)*" —n = 3#"+2(— —1)n
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lgn—1 3 (§)lgn 1
T(n) = 3lgnT(1)+( Z §)n = 31gn_|_( 23 1 )n
1=0 2

— 33lem _9p
— 3(287)®° _2p
— 3nl83 _9p
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lgn—1 3 (§)lgn 1
T(n) = 3lgnT(1)+( Z §)n = 31gn_|_( 23 1 )n
1=0 2
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Segmento de soma maxima

Um segmento de um vetor A[1..n] é qualquer subvetor da |
forma Ale. . d].

Problema: Dado um vetor A[l1..n| de nUmeros inteiros,
determinar um segmento Ale..d] de soma maxima.

Entra:

A 31| —-41159 26| =53 |58|97|—-93 | —23|&4

o |
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Segmento de soma maxima

Um segmento de um vetor A[1..n] é qualquer subvetor da |

forma Ale. . d].

Problema: Dado um vetor A[l1..n| de nUmeros inteiros,
determinar um segmento Ale..d] de soma maxima.

Entra:

A

Sai:

A

Ale..d]

1 n
31| —41 |59 (26| =53 |d8 |97 | —93 | —23 | &4
1 3 7 n
31| —41 159 26| =53 |58 |97 | =93 | —23 | &4

Al3..7] € segmento de soma maxima.
 A[3..7] tem soma 187.

|
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Algoritmo café-com-leite

- N

Determina um segmento de soma maxima de A[l..n].

SEG-MAX-3 (A, n)
somamax <— 0
e+ 0 d<+ -1 o Ae..d evazio
para i < 1 até n faca
para f <« i até n faca
soma <— (
para k < i até f faca
soma < soma + Alk]
se soma > somamazr entao
somamax <— soma e<4—1 d<+ f
devolva e, d e somamax

QWO ~NOOITHS, WDN P

=

|
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Consumo de tempo

~ Se a execugdo de cada linha de cédigo consome 1 unidade |
de tempo o consumo total é:

linha todas as execucdes da linha

1-2 = 2 — 0(1)
3 = n+l = O(n)
4 = (n+1)+n+n—1)+-+2 = O(n?)
5 = nd+n—-1)+---+1 = O(n?)
6 = 2+--+n+1))+Q2+-+n)+---+2=0(n’
7 = (1+-+n)+0Q+-+n-1)+-+1=06(n"
8 = n+n—-1)+n-2)+---+1 = O(n?)
9 < n+n—-1)+n—-2)4---+1 = O(n?)
10 = 1 — 0(1)

S
)
||

O(2n® + 3n2 + n + 2) + O(n?) = 0(n?) |



Algoritmo arroz-com-feljao

-

Determina um segmento de soma maxima de A[l..n].

SEG-MAX-2 (A, n)
somamax <— 0
e+ 0 d<+ -1 o Ale..d|evazio
para i < 1 até n faca
soma <— (
para f «+ ¢ até n faca
soma < soma + A|f]
se soma > somamazr entao
somamax <— soma €41 d<+ f
devolva e, d e somamax

o |
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Consumo de tempo

fSe a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej
de tempo o consumo total é:

linha todas as execucoes da linha

1-2 = 2 = 0(1)
3 = n+l1 = O(n)
4 = n = O(n)
5 = (n+)+n+---+2 = O(n?)
6 = n+n-—-1)+---+1 = O(n?)
7 = n+nh-1)+--+1 = O(n?)
8 < n+(n—-1)+---+1 = O(n?)
9 =1 = 0(1)

)

O(3n? + 2n + 2) + O(n?) = O(n?

total
|



Solucao de divisao-e-conguista
- ; -

D r

D ee de q r

p




Algoritmo de divisao-e-conquista

Determina soma maxima de um seg. de Ap..r]. T
SEG-MAX-DC (A, p,r)

se p = r entdo devolva max(0, A[p|)
g L(p+1)/2]
mazesq < SEG-MAX-DC(A, p, q)
mazxdir < SEG-MAX-DC(A,q+ 1,r)
mazr2esq <— soma < Alq]
para i < ¢ — 1 decrescendo atée p faca
soma < soma + Alil
maz2esq <— max(mazr2esq, soma)
maz2dir < soma <— Alq + 1]
para f + ¢+ 2 até r faca
soma < soma + A|f]
maz2dir < max(maz2dir, soma)
maxcruz < max2esq + max2dir
devolva max(mazesq, maxcruz, mazxdir) J
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Correcao

o N

Verifique que:

® maresq € a Soma maxima de um segmento de Alp..q|;

#® maxdir € a Soma maxima de um segmento de
Alg+1..r];e

#® mazcruz € a soma maxima de um segmento da forma
Ali.. flcomi<geqg+ 1< f.

Conclua gue o algoritmo devolve a soma maxima de um
segmento de Ajp..r].

o |
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T

Consumo de tempo

e a execucao de cada linha de codigo consome

unidade de tempo o consumo total é:

linha

todas as execucoOes da linha

1-2

o O b~ W

/-8

10
11-12
13-14

= 2 O(1)
= T([3]) ZT([ )
[ N
= 1 = 0(1)
= [3]+1 = O(n)
= |5 = O(n)
= 1 = 0(1)
= |3] +1 = O(n)
=[5 = O(n)
= 2 = 0(1)

total

|
s
- 1
I
_I_
o
=
1=
_I_
o
=

-
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Consumo de tempo

-

T(n) := consumo de tempo quandon =r —p+ 1

-

Na analise do consumo de tempo do SEG-MAX-DC
chegamos a (ja manjada) recorréncia com © do lado direito:

T(n) =T(In/2]) +T([n/2]) + O©(n)

Solucao assintotica: T'(n) € ©(nlgn).

o |



Cara da solucao

Solucéao
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Solucao indutiva
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Algoritmo linear

Determina um segmento de soma maxima de A[L..n] (por |
Jay Kadane).

SEG-MAX-1 (4, n)

B

o

PO OO NOOTPA,WNEPE

somamax <— 0
e+ 0 d<+ -1 o Ae..d evazio
1 <— 1
soma <— 0
para f « 1 até n faca
se soma + A|f] <0
entao 1 < f+1 soma <+ 0
senao soma < soma + Al f]
se soma > somamazr entao
somamax <— soma €41 d<+ f
devolva e, d e somamax

|
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Correcao
fVerific T

ue que:

® Ale..d| € um segmento de soma maxima em
All.. f—1].

® somamar € asomade Ale..d]|.

® Ali..f — 1] € um segmento de soma maxima que
terminaem f — 1.

® soma €asomade Afi..f —1].

Conclua gque o algoritmo devolve a soma maxima de um
segmento de A[l..n]|.

o |
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Consumo de tempo

e a execucao de cada linha de codigo consome 1 unidadej
de tempo o consumo total é:

linha todas as execucdes da linha

12 = 2 — 0(1)
3-4 = 2 = 0O(1)
5 = n+1 = O(n)
6 = n = O(n)
-8 = n = O(n)
9 = n = O(n)
10 < n = O(n)
11 = 1 = 0O(1)
total = ©(4n+3)+O0(n) =O(n)



Conclusoes

-

O consumo de tempo do algoritmo SEG-MAX-3 &
O(n3).

O consumo de tempo do algoritmo SEG-MAX-2 &
O(n?).

O consumo de tempo do algoritmo SEG-MAX-DC é
O(nlgn).

O consumo de tempo do algoritmo SEG-MAX-1 &
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Técnicas

Evitar recalculos. Usar espaco para armazenar o
resultados a fim de evitar recalcula-los (SEG-MAX-2,
SEG-MAX-1, programacao dinamica).

Divisao-e-conguista. Os algoritmos Mergesort e
SEG-MAX-2 utilizam uma forma conhecida dessa
técnica.

Algoritmos incrementais/varredura. Como estender a
solucao de um subproblema a uma solucéao do
problema (SEG-MAX-1).

Delimitacao inferior. Bons projetistas de algoritmos so
dormem em paz quando sabem gue seus algoritmos
sao o melhor possivel (SEG-MAX-1).

|
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