Analise de Algoritmos

CLRS 7

Essas transparéncias foram adaptadas das transparéncias
do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Particao

Problema: Rearranjar um dado vetor A[p..r| e devolver umT
indicegtalquep<g<re

Entra:

Alp..q =11 < Alg] < Alg+ 1.
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Particao

Problema: Rearranjar um dado vetor A[p..r| e devolver umT
indicegtalquep<g<re

Alp..q =11 < Alg] < Alg+ 1.

7]

Entra:
D T
A 19933557711 [22|88]66 |33 |44
Sail:
p q r
A 33111223344 (55(199 |66 |77 |88
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Particione
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Particione

( 9 T
A 99335577 |11|22|88|66/|33 |44
1 9 T
A 13319955 |77 |11][22|88|66 |33 |44
1 9 x
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Particione
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Particione

( 9 T
A 99335577 |11|22|88|66/|33 |44
1 9 T
A 13319955 |77 |11][22|88|66 |33 |44
1 9 x
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Particione

~ Rearranja A[p..r]demodoquep<g<re o
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A4, p, r)

1 o« Ar| > x € 0 “pivo”
2 i+ p—1

3 para j« patér—1faca
4 se Ajjy] <=

5 entao ;1 «— 1 +1

6 Ali] — Alj]
7 Ali+1] < Alr]

8 devolva 7+1

Invariantes: no comeco de cada iteracao de 3-6,

(0 Alp..i) <z (1) A+l 1>z (2 Ald =z
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Consumo de tempo

fQuanto tempo consome em funcaoden :=r —p+1?

linha consumo de todas as execucoes da linha

1-2 =206(1)

3 = O(n)

4 = O(n)

5-6 =20(n)

-8 =20(1)

total =0O©(2n+4)+ O(2n) = O(n)
Conclusao:

O algoritmo PARTICIONE consome tempo O(n).

il

-
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Quicksort

~ Rearranja Afp..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo ¢ — PARTICIONE (A, p, r)
3 QUICKSORT (A,p,q — 1)
4 QUICKSORT (A4,q + 1,7)
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~ Rearranja Afp..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)
Ssep<r
entao ¢ — PARTICIONE (A, p,r)

Quicksort

> WINPE

A

p

QUICKSORT (A, p,q — 1)
QUICKSORT (A,q+ 1,7)
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No comeco da linha 3,

o

Alp..q=1] < Alg] < Alg+1.

7]
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~ Rearranja Afp..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

Ssep<r

entao ¢ — PARTICIONE (A, p,r)
QUICKSORT (A,p,q — 1)

Quicksort

W DN PR

QUICKSORT (A, q + 1,7)
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Quicksort

~ Rearranja Afp..r] em ordem crescente. o

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo ¢ — PARTICIONE (A, p, r)
3 QUICKSORT (A,p,q — 1)
4 QUICKSORT (A4,q + 1,7)
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Quicksort

~ Rearranja A[p..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entao ¢ «— PARTICIONE (A, p,r)
3 QUICKSORT (A,p,q — 1)
4 QUICKSORT (A4,q + 1,7)

No comeco da linha 3,

Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

Consumo de tempo?

o

|
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Quicksort

~ Rearranja A[p..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entao ¢ «— PARTICIONE (A, p,r)
3 QUICKSORT (A,p,q — 1)
4 QUICKSORT (A4,q + 1,7)

No comeco da linha 3,

Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

Consumo de tempo?
T(n) := consumo de tempo no pior caso sendo

L n:=r—p+1

|
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Consumo de tempo

L N

Quanto tempo consome em funcaode n:=r —p+1?

linha consumo de todas as execucoes da linha
1 = 7

2 = 7

3 = 7

4 —

total = 7?7?77

o |
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Consumo de tempo

L N

Quanto tempo consome em funcaode n:=r —p+1?

linha consumo de todas as execucoes da linha
1 = 0O(1)

2 = O(n)

3 = T(k)

4 = Tn—Fk—1)

total = Tk)+Tn—k—1)4+06(n+1)

0 < ki=qg—p < n-—1



Recorréncia

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

-

Tn)=T(k)+Tn—kF—1)+ 6(n)
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Recorréncia

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

-

Tn)=T(k)+Tn—kF—1)+ 6(n)

Recorréncia grosseira:
T(n)=T0O)+T(n—1)+06(n)

T(n) é O(777).

o |
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Recorréncia

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

-

Tn)=Tk)+Tn—k—1)+06(n)

Recorréncia grosseira:
T(n)=T0O)+T(n—1)+06(n)
T(n) é O(n?).

Demonstracao: ... Exercicio!

o |



Recorréncia cuidadosa
|7T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p + 1 T

T(n) = ogrl?g;{—l{T(k) +T(n—Fk—1)}+6(n)
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Recorréncia cuidadosa
|7T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p + 1 T

T(n) = ogrl?gi{—l{T(k) +T(n—Fk—1)}+6(n)

Versao simplificada:

1
1

=3 =
GRS
n

T(k)+T(n—Fk—1 aran =2,3,4, ...
ppax AT (k) +T(n )} +n paran =234,

n|0 1 2 3 1 5
T(n)|1 1 2+2 5+3 9+4 14+5

Algoritmos — p. 14



Recorréncia cuidadosa
|7T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p + 1 T

T(n) = Ogré?;c_l{T(k) +T(n—Fk—1)}+6(n)

Versao simplificada:

T(0) = 1

T(1) =1

T(n) = T +T(n—k— 1 aran=23.4....

(n) oﬁ%ﬁﬁ (k) +T(n )} +n paran =234,
n\o1 9 3 A 5

T(n)|1 1 2+2 5+3 9+4 14+5

LVamos mostrar que T'(n) < n” + 1 paran > 0. J



Demonstracao

Prova: Trivial paran < 1. Se n > 2 entao
T = T(k)+T(n—k—1
(n) = max <T(k)+T(n >} o
ni ( ) )
< max (kH+14+n—k=1)"+1r+n
0<k<n-—1

\

7ﬂ—n+3

T£+L

VAN

Prove que T'(n) > 5n” paran > 1.

o |
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Algumas conclusoes

T(n) é O(n?).

O consumo de tempo do QUICKSORT no pior caso
é O(n?).

O consumo de tempo do QUICKSORT é O(n?).

o
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Quicksort no melhor caso

W(n) := consumo de tempo minimo quandon=r —p+1 T

M(n) = Ogglgig_l{M(k) +M(n—k—1)}+06(n)
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Quicksort no melhor caso

W(n) := consumo de tempo minimo quandon=r —p+1 T

M(n) = Ogglgig_l{M(k) +M(n—Fk—-1)}+06(n)

Versao simplificada:

1
1

= £ 5
2 = °
|

in {M(k)+Mmn—k—1 aran =2,3,4,...
o i {M(k) + M(n )} +n paran=2,3,4,
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Quicksort no melhor caso

W(n) := consumo de tempo minimo quandon=r —p+1 T

M(n) = Ogglgig_l{M(k) +M(n—k—1)}+06(n)

Versao simplificada:

1
1

= £ 5
2 = °
|

in {M(k)+Mn—Fk-1 aran =2,3,4, ...
o i {M(k) + M(n )} +n paran =234,

Mostre que M(n) > (n+1)lg(n+ 1) paran > 1.

o |
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Quicksort no melhor caso

W(n) := consumo de tempo minimo quandon=r —p+1 T

M(n) = Ogglgig_l{M(k) +M(n—k—1)}+06(n)

Versao simplificada:

M) =1
M(1)=1
M(n)=0<2n<in 1{M(k)—|—M(n—k—1)}—|—n paran = 2,3,4, ...

Mostre que M(n) > (n+1)lg(n+ 1) paran > 1.

Isto implica que no melhor caso o0 QUICKSORT €& Q(nlgn),

o |



Quicksort no melhor caso

W(n) := consumo de tempo minimo quandon=r —p+1 T

M(n) = Ogglgig_l{M(k) +M(n—k—1)}+06(n)

Versao simplificada:

M) =1
M(1)=1
M(n)=0<2n<in 1{M(k)—|—M(n—k—1)}—|—n paran = 2,3,4, ...

Mostre que M(n) > (n+1)lg(n+ 1) paran > 1.

Isto implica que no melhor caso o0 QUICKSORT €& Q(nlgn),
Lque é 0 mesmo que dizer que o0 QUICKSORT e Q(nlgn). J
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Mais algumas conclusoes

M(n) € O(nlgn).

O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor
caso é Q(nlogn).

Na verdade ...

il

O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor
caso é O(nlogn).




Analise de caso médio do Quicksort

-

Apesar do consumo de tempo de pior caso do QUICKSORTT

ser O(n?), sua performance na pratica é comparavel (e em
geral melhor) a de outros algoritmos cujo consumo de
tempo no pior caso é O(nlgn).

Por que isso acontece?



Exercicio
~ Considere a recorréncia o
T(1) = 1
T(n)=T(n/3])+T(|2n/3])+n

paran = 2,3.4,...

Solucgao assintoética: T'(n) € O(777), T'(n) € O(777)
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Exercicio
fConsidere a recorréncia T
T(1) =1
Tn)=T(n/3])+T([2n/3]) +n
paran =2,3,4,...
Solucgao assintoética: T'(n) € O(777), T'(n) € O(777)

Vamos olhar a arvore da recorréncia.

o |
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Arvore da recorréncia

n 2n
3
n 2n 2n 4dn
9 9 9 9
® °
o
o o
( J
° o R an 4n 8n
o o 27 27 27

Ltotal de niveis < log /5 n
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Arvore da recorréncia

-

soma em cada horizontal < n
numero de “niveis” < logs/,n
T(n) = asoma de tudo

T(n) < nloggpn + 1+---+1

~

logz /o 1

T(n) e O(nlgn).

o |
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De volta a recorréncia

T([n/3])+T(|2n/3]) +n paran =2,3,4,...

n T(n)
1 1
2 1+1+2=4
3 1+4+3=28
4 4+4+4=12

-
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De volta a recorréncia
B -

T(n)=T(|n/3])+T(|2n/3]) +n paran=2,3,4,...

n T(n)
1 1
2 1+142=14
3 14+4+3=28
4 44+4+4=12

Vamos mostrar que T'(n) < 20nlgn paran =2,3,4,5,6, ...

o |
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De volta a recorréncia

T(n)=T(|n/3])+T(|2n/3]) +n paran=2,3,4,...

n T(n)
1 1
2 1+1+2=4
3 1+4+3=28
4 4+4+4=12

Vamos mostrar que T'(n) < 20nlgn paran =2,3,4,5,6, ...
Paran =2temos T(2) =4 <20-2-1g2.
Paran =3temos T'(3) =8 <20-3-1g3.

LSuponha agora que n > 3. Entao... J
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T'(n)

Continuacao da prova

= T(I5)+T( ) +n

A=

2051 1a(5 ] + 2005 ) 1g[ 5] + 7

1 n}+202n1 an
— —lg— +n
53 3 ©73

n + 2
3

I

20

n -+ 2 n 2n . 2n
lo — +1 20— lg —
3 (g3+)+ 2 g3+n

n+21 2n+202n1 2n+
— —lg— +n
3 73 3 ©73

< 20

= 20

n._2n 2 2n 2n = 2n
— 202167 120210 2 1 907
383 TeVgle g Tl s

|
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Continuacao da continuacao da prova

-

<

/////

-

2n 2n
20nlg? + 14lg? +n

2 2
20nlgn+20nlg§ + 141gn + 14lg§ +n

20nlgn + 20n(—0.58) 4+ 141gn + 14(—0.58) +n
20nlgn —1In+ 141lgn — 8+ n

20nlgn — 10n 4+ 141gn — 8

20nlgn — 10n 4+ T — 8

20n lgn

V4

- liiéééééssss! -
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De volta a intuicao

Certifique-se que a conclusao seria a mesma qualquer que
fosse a proporcao fixa que tomassemos. Por exemplo,
resolva o seguinte...

o |
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De volta a intuicao

Certifique-se que a conclusao seria a mesma qualquer que
fosse a proporcao fixa que tomassemos. Por exemplo,
resolva o seguinte...

Exercicio: Considere a recorréncia
T(1) =1
T(n)=T(|n/10]) +T(|9n/10]) +n

paran = 2,3,4,... e mostre que T'(n) € O(nlgn).

o |
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De volta a intuicao

Certifique-se que a conclusao seria a mesma qualquer que
fosse a proporcao fixa que tomassemos. Por exemplo,
resolva o seguinte...

Exercicio: Considere a recorréncia

T(n)=T(|n/10]) +T(|9n/10]) +n
paran = 2,3,4,... e mostre que T'(n) € O(nlgn).

Note que, se 0 QUICKSORT fizer uma “boa” particao a
cada, digamos, 5 niveis da recurséao, o efeito geral é o
mesmo, assintoticamente, gue ter feito uma boa particao

Lem todos os niveis. J
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