Quicksort e Select Aleatorizados

- N

CLRS Secs 7.3, 7.4e 9.2

Algoritmos — p. 1



Particione

fRearranja Alp..rJdemodoquep<g<re T
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p, )

1 o« Ar| > x € 0 “pivo”
2 1+ p—1

3 para j« patér—1faca
4 se Ajj] <=z

5 entao ¢ «— i+ 1

6 Ali] — Alj]
7 Ali+1] <« Alr]

8 devolva 7+1

Invariantes: no comeco de cada iteracao de 3—6,

(0 Ap..i] <z (D) A+l 1>z (2 Ad =z |
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Particione

fRearranja Alp..rJdemodoquep<g<re T
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p, )

1 o« Ar| > x € 0 “pivo”
2 1+ p—1

3 para j« patér—1faca
4 se Ajj] <=z

5 entao ; «+— 1+ 1

6 Ali] — Alj]
7 Ali+1] « Alr]

8 devolva 7+1

Consumo de tempo: ©(n) onde n :=r — p.

o

Algoritmos —p. 2



Quicksort aleatorizado

f PARTICIONE-ALEA(A, p, 1) T
1 i< RANDOM (p,r)
2 Ali] & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,T)
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Quicksort aleatorizado

f PARTICIONE-ALEA(A, p, 1) T
1 i< RANDOM (p,r)
2 Ali] & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,T)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)
Ssep<r
entao ¢ < PARTICIONE-ALEA (A, p, )
QUICKSORT-ALE (A4, p,q — 1)
QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1,7)

B~ W N
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Quicksort aleatorizado

f PARTICIONE-ALEA(A, p, 1) T
1 i< RANDOM (p,r)
2 Ali] & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,T)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)
Ssep<r
entao ¢ < PARTICIONE-ALEA (A, p, )
QUICKSORT-ALE (A4, p,q — 1)
QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1,7)

B~ W N

Consumo esperado de tempo?

o |
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Quicksort aleatorizado

f PARTICIONE-ALEA(A, p, 1) T
1 i< RANDOM (p,r)
2 Ali] & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,T)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)
Ssep<r
entao ¢ < PARTICIONE-ALEA (A, p, )
QUICKSORT-ALE (A4, p,q — 1)
QUICKSORT-ALE (A, ¢+ 1,7)

B~ W N

Consumo esperado de tempo?

Basta contar o numero esperado de comparacfes na
linha 4 do PARTICIONE. J

o
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Consumo esperado de tempo

. N

Basta contar o nUmero esperado de comparacoes na
linha 4 do PARTICIONE.

PARTICIONE (A, p, )

1 o« Ar| > x € 0 “pivo”
2 1+ p—1

3 para j« patér—1faca
4 se Alj| <=

5 entdo i «— i+ 1

6 Ali] < A[j]
7 Ali+1] < Alr]

8 devolva i+ 1
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Consumo de tempo esperado

-

Suponha Alp..r| permutacao de 1..n.

X, = humero de comparacoes entre a e b ha
linha 4 do PARTICIONE do QUICKSORT-ALE;

Queremos calcular
X = total de comparagoes “A|j| < 2”
n—1 n
= ). 2. Xa

a=1 b=a-+1

-



Consumo de tempo esperado
- Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,b} €aoub
b= -
’ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?
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Consumo de tempo esperado
- Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,b} €aoub
b= -
’ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 N 1
b—a+1 b—a-+1

Pr {Xabzl} — — E[Xab]



Consumo de tempo esperado
- Supondo a < b, o

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,b} €aoub
b= -
’ 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 N 1
b—a+1 b—a-+1

Pr {Xabzl} — — E[Xab]

n—1 n
Y=Y X

a=1 b=a-+1

E[X] = 72727



Consumo de tempo esperado

n—1 n
— S: S: E[Xab] —‘

a=1 b=a+1

n—1 n

— S: S: Pr{Xabzl}

a=1 b=a+1
n—1 n

:S‘Y a+1

a=1 b=a+1
n—1n—a

2
B ;; k41
n—1

S LIRS PEY

a=1

< Zn(

S =

==
DO

+ ) < 2n(l1+1nn) CLRS (A.7), p.@
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE e O(nlogn).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALE é ©(nlogn).
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k-ésimo menor elemento

CLRS 9

Algoritmos — p. 9



k-ésimo menor

-

Problema: Encontrar o k-ésimo menor elemento de
All..n|.

Suponha A[l..n| sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 é o 40. menor elemento de:

1 10

22199 |32 |88 |34 |33 |11 ]97|55|66| A

L 1112213213334 |55 (66|88 |97|99 | ordenado

|
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Mediana

Mediana é o |t |-ésimo menor ou o [“1]-ésimo menor
elemento.

Exemplo: a mediana € 34 ou 55:

221991328834 |33 |11]|97|55|66| A

111221321331 34|/55]1661|88]| 97|99 | ordenado

|
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k-ésimo menor

-

fRecebe All..njektalquel <k <n
e devolve valor do %£-esimo menor elemento de A[l..n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A4,n)
2 devolva Alk]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).

o |
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k-ésimo menor

-

fRecebe All..njektalquel <k <n
e devolve valor do %£-esimo menor elemento de A[l..n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A4,n)
2 devolva Alk]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é O(nlgn).

LDét para fazer melhor? J
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Menor

fRecebe um vetor A[l..n| e devolve o valor do menor
elemento.

MENOR (A, n)

1  menor « A[l]

2 para k < 2 até n faca

3 se Alk| < menor

4 entao menor «— Alk]
5 devolva menor

O consumo de tempo do algoritmo MENOR e O(n).

o

-

|
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Segundo menor

fRecebe um vetor A|1..n| e devolve o valor do segundo T
menor elemento, supondo n > 2.

SEG-MENOR (A4, n)
menor «— min{A[1], A|2]}  segmenor «— max{A[l], A[2]}
para k <« 3 até n faca
se Alk] < menor
entao segmenor <— menor
menor «— A[k]
senao se Alk] < segmenor
entao segmenor «— Alk]
devolva segmenor

CONO OIS WN P

L O consumo de tempo do SEG-MENOR & O(n). J
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Algoritmo linear?

- N

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?
para o k-ésimo menor?

o |
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Algoritmo linear?

- N

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?
para o k-ésimo menor?

Sim!

Usaremos o0 PARTICIONE do QUICKSORT!

o |
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Select aleatorizado

fPARTICIONE—ALEA(A, D7)
1 k< RANDOM (p, )
2 Alk] « Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p, 7, k)
se p = r entao devolva A[p]
q <+ PARTICIONE-ALEA (A, p, 1)
sek=qg—p+1
entao devolva A|q]
sek<qg—p+1
entao devolva SELECT-ALEA (A,p,q — 1,k)
sendo devolva SELECT-ALEA (A, q+1,r, k—(qg—p+1))

o |

Algoritmos — p. 16
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Select aleatorizado

fPART|C|ONE-Al_EA(A, D7)
1 k< RANDOM (p, )
2 Alk] « Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p, 7, k)
se p = r entao devolva A[p]
q <+ PARTICIONE-ALEA (A, p, 1)
sek=qg—p+1
entao devolva A|q]
sek<qg—p+1
entao devolva SELECT-ALEA (A,p,q — 1,k)
sendo devolva SELECT-ALEA (A, q+1,r, k—(qg—p+1))

~NOoO o bk~ WN B

LConsumo esperado de tempo? J
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Consumo de tempo esperado

-

Suponha Alp..r| permutacao de 1..n.

X, = humero de comparacoes entre a e b ha
linha 4 do PARTICIONE do SELECT-ALEA.

Observe que X,, hdo é a mesma de antes.

De novo, queremos calcular
X = total de comparagoes “A|j| < 2”
n—1 n
=22 Xa

a=1 b=a-+1

|
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Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n. T
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,n} €a0oub
b= -
! 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?



Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n. T
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,n} €a0oub
b= -
! 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1
Pr{Xab:1} = n—a—|—1+n—a—|—1 — E[Xa,b]




Consumo de tempo esperado

fVamos supor que k = n. T
Supondo a < b,

¥ 1 se primeiro pivoem {a,...,n} €a0oub
b= -
! 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1
Pr{Xab:1} = n—a—|—1+n—a—|—1 — E[Xa,b]

n—1 n
X=) > Xu
a=1 b=a+1

 E[X] =727 o




Consumo de tempo esperado

n—1 n n—1 n

E[X] — S: S: E[Xab] — S: S: Pr{Xabzl}
a=1b=a+1 a=1 b=a+1
n—1 n
IO
a=1 b=a+1 a+1
. 2(n — a)
B ;n—a—l—l

n—1
< Z 2 < 2n.
a=1
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Consumo de tempo esperado

n—1 n n—1 n
E[X] — S: S: E[Xab] — S: S: Pr{Xabzl}

a=1 b=a+1 a=1 b=a+1

:S‘S‘ a+1

a=1 b=a+1

B n’z:l 2(n — a)
B n—a-+1

a=1
n—1

< ) 2 < 2n
a=1

Exercicio: Refaca os calculos para um £ arbitrario.

o |
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
SELECT-ALEA € O(n).
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