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um valor v;(.S) para cada S C |m].
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fn participantes m itens T

Valoracoes: para cada : € [n],
um valor v;(.S) para cada S C |m].

Alocacao: conjuntos 51,...,.5, de itens tq
SiNS; =0 para todo i # j.

Bem-estar social: > ; v;(.5;).

Alocacao socialmente eficiente:
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L eilldoes combinatorios

fn participantes m itens T

ValoracOes: para cada i € [n],
um valor v;(.S) para cada S C |m].

Alocacao: conjuntos 51,...,.5, de itens tq
SiNS; =0 para todo i # j.
Bem-estar social: > ; v;(.5;).

Alocacao socialmente eficiente:
maximiza o bem-estar social.

Valoracoes sao informacéao privada.

Queremos métodos eficientes e a prova de estratégia
para maximizar o bem-estar social.
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Caso de objetivo unico

-

Cada participante esta interessado em um Unico conjunto.

-

single-minded
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Caso de objetivo unico

-

Cada participante esta interessado em um Unico conjunto.

-

single-minded

Cada valoracao é dada por um par (5;, v;),
representando v;(S) = v; se S 2 S; e 0 caso contrario.

Teorema: Para todo ¢ > 0, ndo existe m!/2-c-aproximacao
para a alocacao otima a menos que P = NP, onde m é o
numero de itens.

o |
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Caso de objetivo unico

o N

single-minded

Cada participante esta interessado em um Unico conjunto.

Cada valoracao é dada por um par (5;, v;),
representando v;(S) = v; se S 2 S; e 0 caso contrario.

Teorema: Para todo ¢ > 0, ndo existe m!/2-c-aproximacao

para a alocacao otima a menos que P = NP, onde m é o
numero de itens.

Existe uma m!/2-aproximacéo para a alocac¢io 6tima.

o |
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Aproximacao a prova de estratégia
GuL S,v,n
f uLOSO ( ) " - . T

1 ordene v e S de modo que VT > =
W — 1
para i — 1 até n faca
se S; N Upew Sk = 0
entdo p;, < PRECOCRITICO(S, v, n,i, W)
W «— W Ui}
senao p; < 0
devolva W, p

CONOOUOITDEWN
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GuL S,v,n
f uLOSO ( ) " - . T

1 ordene v e S de modo que VT > =
W — 1
para i — 1 até n faca
se S; N Upew Sk = 0
entdo p;, < PRECOCRITICO(S, v, n,i, W)
W «— W Ui}
senao p; < 0
devolva W, p

RECOCRITICO (S, v,n,i, W)
para j «— i+ 1 até n faca
se Sj N Upew Sk = )
entdose S, N S; # 0
entao devolva ”g Vara

wewogy Y |
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Aproximacao a prova de estratégia

-
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Aproximacao a prova de estratégia

- N

PREGOCRITICO (S, v,n,i, W)

1 paraj+«<i+1aténfaca

2 se S; NUgew Sk =0

3 entdose S, N S; # 0

4 entdo devolva Tg '| V15
5 W—Wu{j} :

6 devolva 0

Preco p;: valor limite que faz i deixar de ganhar o leilao.
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Aproximacao a prova de estratégia

- N

GuLoso (S, v,n)

V1 Un
ordene v e S de modo que NG > e > =
W« ()
para i < 1 até n faca

se S; N Upew Sk = 0
entdo p;, «— PRECOCRITICO(S, v, n,i, W)
W —Wu{i}
senao p; < 0
devolva W, p
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Analise

Na aula passada: GuLoso € uma +/m-aproximacao.
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Resta mostrar que
# € a prova de estratégia.
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Analise
fNa aula passada: GuLoso € uma y/m-aproximacao. T

Resta mostrar que
# € a prova de estratégia.

Isso é consequéncia do seguinte lema:

Lema: Um mecanismo para o leilao de objetivo Unico no
qgual perdedores pagam 0 € a prova de estratégia sse
satisfaz as seqguintes condicoes:

(a) Monotonicidade: um participante que ganha ao
declarar (5;, v;) continua ganhando se declarar (S;, v})

para todo v, > v; e todo S, C ;.
(b) Preco critico: p; € o valor devolvido por PREcoCRITICO.

. |
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Analise

-

Lema: Um mecanismo para o leilao de objetivo Unico no
gual perdedores pagam 0 € a prova de estratégia sse
satisfaz as seguintes condicoes:

-

(a) Monotonicidade: um participante que ganha ao
declarar (5;, v;) continua ganhando se declarar (S;, v})
para todo v, > v; e todo S, C ;.

(b) Preco critico: p; € o valor devolvido por PREcoCRITICO.

Prova feita na aula.
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Analise

-

Lema: Um mecanismo para o leilao de objetivo Unico no
gual perdedores pagam 0 € a prova de estratégia sse
satisfaz as seguintes condicoes:

-

(a) Monotonicidade: um participante que ganha ao
declarar (.5;, v;) continua ganhando se declarar (5!, v!)

10 71
para todo v, > v; e todo S, C ;.
(b) Preco critico: p; € o valor devolvido por PREcoCRITICO.

Prova feita na aula.

Teorema: cuLoso € a prova de estratégia.

E facil ver que o cuLoso satisfaz as duas condicées.
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De volta ao caso geral

-

n participantes m itens

ValoracOes: para cada i € [n],
um valor v;(.S) para cada S C |m).

Alocacao: conjuntos 51,...,.5, de itens tq
SiNS; =0 para todo i # j.

Objetivo: maximizar o bem-estar social >"_; v;(S;).
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De volta ao caso geral

-

n participantes m itens

ValoracOes: para cada i € [n],
um valor v;(.S) para cada S C |m).

Alocacao: conjuntos 51,...,.5, de itens tq
SiNS; =0 para todo i # j.

Objetivo: maximizar o bem-estar social >"_; v;(S;).

Vamos descrever esse problema como um MIP.

MIP: programa linear inteiro.

o |
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Formulacao linear inteira

fn participantes m itens T
Valoracoes: valor v;(S) paracada: € [n] e S C |m)].

Alocacao: conjuntos 51,...,.5, de itens tg
SiNS; = para todo i # j.

Objetivo: maximizar o bem-estar social > " ; v;(S;).
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Formulacao linear inteira

fn participantes m itens T
Valoracoes: valor v;(S) paracada: € [n] e S C |m)].

Alocacao: conjuntos 51,...,.5, de itens tg
SiNS; = para todo i # j.

Objetivo: maximizar o bem-estar social > " ; v;(S;).
Variaveis binarias: z; ¢ = 1 sse i recebe S.

MIP: encontrar x que
maximizem > iy 3 g Ti,5vi(S)
SUjeitos @ D ;1 D gcimljes Tis <1 paracada j € [m]
D SCim] Ti,s <1 para cada i € [n]
L r;s €{0,1} paracada: < [n]ecadaS C [m].J
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Formulacao linear inteira

-

Variaveis binarias: z; ¢ = 1 sse i recebe S.

MIP: encontrar x que
maximizem > .1 > gc i i,svi(S)
sujeitos @ > ;1 > gcpjes Tis < 1 paracada j € [m]
D _SCim] Ti,s <1 para cada i € [n]
r; s €{0,1} paracada:c [n]ecadasS C m|.
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Formulacao linear inteira

-

Variaveis binarias: z; ¢ = 1 sse i recebe S.

MIP: encontrar x que
maximizem > .1 > gc i i,svi(S)
sujeitos @ > ;1 > gcpjes Tis < 1 paracada j € [m]
D SCim] Ti,s <1 para cada i € [n]
r; s €{0,1} paracada:c [n]ecadasS C m|.

# Primeira desigualdade garante que cada item vai para
Nno maximo um participante.
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Formulacao linear inteira

o N

Variaveis binarias: z; ¢ = 1 sse i recebe S.

MIP: encontrar x que
maximizem > .1 > sc ) i,svi(S)
SUjeitos @ D ;1 D gcimljes Tis <1 paracada j € [m]
D SCim] Ti,s <1 para cada i € |n]
r;s €{0,1} paracada:c [n]ecadasS C m|.

#» Primeira desigualdade garante que cada item vai para
Nno maximo um participante.

# Segunda desigualdade garante que cada participante
recebe no maximo um subconjunto.

o |
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Formulacao linear inteira

-

Variaveis binarias: z; ¢ = 1 sse i recebe S.

MIP: encontrar x que
maximizem > " | > gc ) isvi(S)
SUjeitos @ D ;1 D gcimljes Tis <1 paracada j € [m]
D _SCim] Ti,s <1 para cada: € [n]
r;s €{0,1} paracada:c [n]ecadasS C m|.

#» Primeira desigualdade garante que cada item vai para
Nno maximo um participante.

#» Segunda desigualdade garante que cada participante
recebe no maximo um subconjunto.

\_.9 Funcao objetivo calcula o bem-estar social maximo. J
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Relaxacao linear inteira

fReIaxamos a restricao de integralidade em z; g. T

LP: encontrar z que
maximizem > " 1 > e i,svi(S)
sujeitos a > ;"1 > scimpjes Ti,s <1 paracadaj € [m]
D _SCm] Ti,s <1 para cada : € |n]
0<z;,9<1 paracada:ec |n]ecadasS C m)|.
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Relaxacao linear inteira

fReIaxamos a restricao de integralidade em z; g. T

LP: encontrar z que
maximizem > " 1 > e i,svi(S)
sujeitos a > ;"1 > scimpjes Ti,s <1 paracadaj € [m]
D _SCm] Ti,s <1 para cada : € |n]
0<z;9s<1 paracada:ec |n]ecadasS C m)|.

Como é o dual deste LP?
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Relaxacao linear inteira

fReIaxamos a restricao de integralidade em z; g. T

LP: encontrar = que
maximizem > "1 > e i5vi(S)
sujeitos a > ;"1 > scimpjes Tis <1 paracadaj € [m)]
D _SCm] Li,s <1 para cada : ¢ |1
0<z;,9<1 paracada:ec n]ecadasS C m)|.

Como é o dual deste LP?

Dual: encontrar « e p que
minimizem > .0 w4+ 3 icpn P
sujeitos a u; + ) ;g p; > vi(S) paracada: € [n] e S C |m)|
o w20, p;>0 paracadaic([neje[m]. |
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Relaxacao linear inteira

fLP: encontrar x que T

maximizem > .1 > gc i i,svi(S)

sujeitos a > ;"1 > scimpjes Ti,s <1 paracadaj € [m]
D _SCim] Ti,s <1 para cada : € |n]
0<z;,6<1 paracada:c [n]ecadas C m|.

Dual: encontrar v e p que
minimizem 3 32"y wi + > i P
sujeitos a u; + ) ;. gp; > vi(S) paracada s C |m]
u; >0, p; >0 paracadaiec [n]ejem).
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Relaxacao linear inteira

fLP: encontrar x que T

maximizem > .1 > gc i i,svi(S)

sujeitos a > ;"1 > scimpjes Ti,s <1 paracadaj € [m]
D _SCim] Ti,s <1 para cada : € |n]
0<z;,6<1 paracada:c [n]ecadas C m|.

Dual: encontrar v e p que
minimizem 3 32"y wi + > i P
sujeitos a u; + ) ;. gp; > vi(S) paracada s C |m]
u; >0, p; >0 paracadaiec [n]ejem).

Os nomes u; € p; Sa0 propositais, pois,
guando ha solucao otima inteira,
estes valores tém exatamente estas interpretacoes.
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de i para S € u;(S) = vi(S) = D _icg Py

Ou seja, uma demanda € um conjunto S tal que

ui Zp] > Uz S, Zp]a

1€S8 1€S8’

para qualquer S’ C [m)].

o |
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Equilibrio Walrasiano
- | -

ado precos p1, ..., py, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de i para S € u;(S) = vi(S) = D _icg Py

Ou seja, uma demanda € um conjunto S tal que

Uz( ij > Uz S, Z Pj,
1€S8 1€S8’
para qualquer S’ C [m)].

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
Lrecebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nqu.J
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de i para S € u;(S) = vi(S) = D _icg Py

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.
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Equilibrio Walrasiano
- -

ado precos p1, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de i para S € u;(S) = vi(S) = D _icg Py

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente.

o |
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade.

A utilidade de i para S € u;(S) = vi(S) = D _icg Py

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.
Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio

Walrasiano entao ele é economicamente eficiente.

LOu seja, ele € um otimo do LP! J
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade

ui(S) = vi(S) = 2 jes P

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente.

o |
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens,
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C [m| que maximize sua utilidade

ui(S) = vi(S) = 2 jes P

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente.

Segundo Teorema do Bem-Estar Social:
Se existe solucao inteira 6tima para o LP,
Lent‘élo ela corresponde a um equilibrio Walrasiano. J
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens, T
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C |m| que maximize sua utilidade

ui(S) = vi(S) = 2 jes P

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente.

Segundo Teorema do Bem-Estar Social:
Se existe solucao inteira 6tima para o LP,
entao ela corresponde a um equilibrio Walrasiano.

o |
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Equilibrio Walrasiano

fDado precos pi, ..., p, para os itens, T
uma demanda para o participante i é
um conjunto S C |m| que maximize sua utilidade

ui(S) = vi(S) = 2 jes P

Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante
recebe uma demanda e itens nao vendidos tém preco nulo.

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano entao ele é economicamente eficiente.

Segundo Teorema do Bem-Estar Social:
Se existe solucao inteira 6tima para o LP,
entao ela corresponde a um equilibrio Walrasiano.

Corolario: Um equilibrio Walrasiano existe
- sse 0 LP tem solugéo inteira. o
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