Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Programacao dinamica

CLRS cap 15

“recursao—com-—tabela”
transformacao inteligente de recursao em iteracao

Alaoritmos
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Numeros de Fibonacci

f Fy =0 F1 =1 F,=F, 1+ F,—2 T

n|0123456 7 8 9
Fn\0112358132134
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Numeros de Fibonacci

f Fy =0 F1 =1 F,=F, 1+ F,—2 T

n|0123456 7 8 9
Fn\0112358132134

Algoritmo recursivo para F,:

FIBO-REC (n)

1 sen<l

2 entao devolva »

3 senao a < FIBO-REC (n — 1)
4 b + FIBO-REC (n — 2)
5 devolva a + b
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Consumo de tempo

FIBO-REC (n)

1 sen<l

2 entao devolva »

3 senao « < FIBO-REC (n — 1)
4 b + FIBO-REC (n — 2)
5 devolva a + b

Tempo em segundos:

n 16 32 40 41 42 43 44 45 47
tempo | 0.002 0.06 2.91 4.71 7.62 12.37 19.94 32.37 &84.50

LFM = 2971215073 J
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Consumo de tempo
- FIBO-REC (n)

1 sen<l

2 entao devolva »

3 senao « < FIBO-REC (n — 1)
4 b + FIBO-REC (n — 2)
5 devolva a-b

T'(n) := numero de somas feitas por FIBO-REC (n)

linha numero de somas

1-2 =0
3 =Tnh-1)
4 = T(n-—2)
5 =1




Recorreéncia

Tn)=Tn—-1)+Tn—-2)+1 paran=2,3,...

A que classe () pertence T'(n)?
A que classe O pertence T'(n)?



Recorreéncia

Tn)=Tn—-1)+Tn—-2)+1 paran=2,3,...

A que classe () pertence T'(n)?
A que classe O pertence T'(n)?

Solugao: T'(n) > (3/2)" para n > 6.

n 0 1 2 3 4 D

6 7 8 9

T, |0 0o 1 2 4 7
(3/2)"|1 1.5 2.25 3.38 5.06 7.59

o

12 20 33 54
11.39 17.09 25.63 38.4¢

|
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Recorreéncia

 Prova: T(6) = 12> 11.40 > (3/2)5 e T(7) = 20 > 18 > (3/2)". |
Se n > 8, entao

Tn) = Tnh—1)4+Tn—-2)+1

3/2)" L+ (3/2)" 2 41

3/2+1) (3/2)”—2 +1

LLogo T(n) é Q((3/2)™). Verifique que T'(n) é O(2”).J
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Consumo de tempo

~ Consumo de tempo é exponencial. -

Algoritmo resolve subproblemas muitas vezes.
ks
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Resolve subproblemas muitas vezes

FIBO-REC (5)
FIBO-REC (4)
FIBO-REC (3)
FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)
FIBO-REC (3)
FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)
FIBO-REC (1)

LFIBO-REC(S) =5

-
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Resolve subproblemas muitas vezes

FIBO-REC (8)
(___ FIBO-REC (7)
FIBO-REC (6)
FIBO-REC (5)
FTIBO-REC (4)

FIBO-REC (3)
FIBO-REC (2)

FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)

FIBO-REC (1)
FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)
FIBO-REC (3)
FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (4)
FIBO-REC (3)

FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)

FIBO-REC (0)

FIBO-REC (1)
FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)
FIBO-REC (5)
FIBO-REC (4)
FIBO-REC (3)
FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)
FIBO-REC (3)
FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (6)
FIBO-REC (5)
FIBO-REC (4)
FIBO-REC (3)

FIBO-REC (2)
FIBO—REC(fT_W
FIBO-REC (0)

FIBO-REC (1)

FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)

FIBO-REC (3)

FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)

FIBO-REC (1)

FIBO-REC (4)
FIBO-REC (3)

FIBO-REC (2)
FIBO-REC (1)
FIBO-REC (0)

FTIBO-REC (1)

FIBO-REC (2)
FTIBO-REC (1)

FIBO-REC (0)
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Programacao dinamica

f"Dynamic programming is a fancy name for T
divide-and-conquer with a table. Instead of solving
subproblems recursively, solve them sequentially and store
their solutions in a table. The trick is to solve them in the
right order so that whenever the solution to a subproblem is
neededq, it is already available in the table. Dynamic
programming is particularly useful on problems for which
divide-and-conquer appears to yield an exponential number
of subproblems, but there are really only a small number of
subproblems repeated exponentially often. In this case, it
makes sense to compute each solution the first time and
store it away in a table for later use, instead of recomputing
it recursively every time it is needed.”

LI. Parberry, Problems on Algorithms, Prentice Hall, 1995. J
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Algoritmo de programacao dinamica

fl0] <0
fli] <1
para: < 2 até n faca

flil <= fli = 1]+ fli = 2]

devolva f|n]

Note a tabela f[0..n—1].

Consumo de tempo (e de espaco) é O(n).

o

f

*

*

77

-



Algoritmo de programacao dinamica

o . B

ersao com economia de espaco.

FIBO (n)

0 sen=0entao devolva 0

1 fant« 0

2 f atual + 1

3 parai<« 2 atén faca

4 f prox «+ f atual +f ant
5 f ant < f atual

6 f atual «+ f prox

7 devolva f atual
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Algoritmo de programacao dinamica

o . B

ersao com economia de espaco.

FIBO (n)

0 sen=0entao devolva 0

1 fant« 0

2 f atual + 1

3 parai<« 2 atén faca

4 f prox «+ f atual +f ant
5 f ant < f atual

6 f atual «+ f prox

7 devolva f atual

Consumo de tempo é O(n).
~ Consumo de espago é ©O(1). o
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Versao recursiva eficiente

.~ MEMOIZED-FIBO (f,n)

1 para: <« 0 até n faca

2 fli] <+ —1

3 devolva LOOKUP-FIBO (f,n)

LOOKUP-FIBO (f,n)
se f[n] >0

entao devolva f|n]

1
2

3 sen<l
4 entao f[n] < n
5

senao f[n] + LOOKUP-FIBO(f,n — 1)

6 devolva f[n]

LNéo recalcula valores de f.

+ LOOKUP-FIBO(f, n — 2)
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Linhas de producao

fDuas linhas de producao para o mesmo produto, T
cada uma com n maquinas.
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Linhas de producao

fDuas linhas de producao para o mesmo produto, T
cada uma com n maquinas.

i-€sima maquina faz a mesma tarefa nas duas linhas,
possivelmente com velocidades diferentes.
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Linhas de producao

fDuas linhas de producao para o mesmo produto, T
cada uma com n maquinas.

i-€sima maquina faz a mesma tarefa nas duas linhas,
possivelmente com velocidades diferentes.

Tempo de set-up se um item muda duma linha para outra.
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Linhas de producao

fDuas linhas de producao para o mesmo produto, T
cada uma com n maquinas.

i-€sima maquina faz a mesma tarefa nas duas linhas,
possivelmente com velocidades diferentes.

Tempo de set-up se um item muda duma linha para outra.

Para momentos de urgéncia,
gual € o caminho mais rapido de producao?
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Linhas de producao

fDuas linhas de producao para o mesmo produto, T
cada uma com n maquinas.

i-€sima maquina faz a mesma tarefa nas duas linhas,
possivelmente com velocidades diferentes.

Tempo de set-up se um item muda duma linha para outra.

Para momentos de urgéncia,
gual € o caminho mais rapido de producao?

Linha 1
€1 2
Entrada <
eo 4

Linha 2
|



Linhas de producao

~ Duas linhas de produgao, cada uma com n maquinas. o

i-ésima maquina faz a mesma tarefa nas duas,
possivelmente com velocidades diferentes.

Tempo de set-up se um item muda duma linha para outra.

Para momentos de urgéncia,
gual € o caminho mais rapido de producao?

Linha 1

&

)
/
AN
eo 4

Linha 2

Entrada

o



Linhas de producao

~ Duas linhas de produgao, cada uma com n maquinas. o

i-ésima maquina faz a mesma tarefa nas duas,
possivelmente com velocidades diferentes.

Tempo de set-up se um item muda duma linha para outra.

Para momentos de urgéncia,
gual € o caminho mais rapido de producao?

13 S14 15

Linha 1 O N e
€1
2
Entrada <
eo 4

Linha 2 G ARG G, SR

So1 S99 S93 So4 S95 S96

LTempo de percurso do ; J
2+7+2+5+1+3+1+4+5+1+4+3—38
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Notacao

{___ 511 512 513 S14 515 516 ___W
Linha1  (7—=(9—=(3—=(a—=(8—4 o1
2 R\
Entrada . P
4 2
Linha 2 L2

S21 522 523 524 S25 526

si;- tempo de execugado da j-ésima maquina da linha ¢
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Notacao

{___ 511 512 513 S14 515 516 ___W
Linha 1 (7) (9) (3) (1) (8) (%) L1
2 RN
Entrada . P
4 2
Linha 2 L2

S21 522 523 524 S25 526

si;- tempo de execugado da j-ésima maquina da linha ¢
. tempo de set-up da primeira maquina da linha
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Notacao
-

Linha 1

Entrada

Linha 2

S21 522 523 524 S25 526

si;- tempo de execugado da j-ésima maquina da linha ¢
. tempo de set-up da primeira maquina da linha
r;. tempo de conclusao da ultima maquina da linha i

o |
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Notacao
-

Linha 1
Entrada

Linha 2

S21 522 523 524 S25

si;- tempo de execugado da j-ésima maquina da linha ¢
. tempo de set-up da primeira maquina da linha
r;. tempo de conclusao da ultima maquina da linha i

t;;. tempo para mover um item da maquina j
da linha i para a maquina j + 1 da linha 3 — i
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Recorreéncia

-

Entrada

Linha 1

Linha 2

S21 522 523 524 S25 526

Estrutura da solucao: Se a solugcao passa pela maquina iy,
entao o caminho do inicio até ij é de custo minimo.

Alaoritmos — p. 18/??



Recorreéncia

f S11 S12 S$13 S14 S15 S16 T
Linha1  (7—=(9—=(3—=(a—=(8—4 o1
2 R\
Entrada . P
4 2
Linha 2 L2

S21 522 523 524 S25 526

Estrutura da solucao: Se a solugcao passa pela maquina iy,
entao o caminho do inicio até ij é de custo minimo.

Ele pode vir da maquina i(j — 1) oude (3 —14)(j — 1).

o |
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Recorreéncia

Linha 1

Entrada

Linha 2

S21 522 523 524 S25 526

Estrutura da solucao: Se a solugcao passa pela maquina iy,
entao o caminho do inicio até ij é de custo minimo.

Ele pode vir da maquina i(j — 1) oude (3 —14)(j — 1).
Seja ¢;; 0 caminho minimo do inicio a maquina 1;:

Cli — . |
\_ : { min{cy ;1 + S15,¢2j-1 +t2; +s1;} s€ej > 1. J
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Recorreéncia

Linha 1

Entrada

Linha 2

S21 522 523 524 S25 526

Estrutura da solucao: Se a solugcao passa pela maquina iy,
entao o caminho do inicio até ij é de custo minimo.

Ele pode vir da maquina i(j — 1) oude (3 —14)(j — 1).
Seja ¢»; 0 caminho minimo do inicio a maquina 2j:

Co; = . |
\_ ] { min{ca ;1 + S24,¢1-1 +t1; + s2;} sej > 1. J

Alaoritmos — p. 18/??



Recorreéncia

fEstrutura da solugao: Se a solucao passa pela maquina zyj
entdo o caminho do inicio até i € minimo.
Ele pode virde i(j — 1) oude (3 —1i)(j — 1).
Seja ¢;; 0 caminho minimo do inicio a maquina 1;:

) + 51 se j=1
19 — . :
/ mm{clj_l + S14,C25—1 +t2j + Slj} sej > 1,

e seja c»; 0 caminho minimo do inicio a maquina 2j:

. + S9; sej =1
27 — . .
/ mln{CQj_l + 525,¢C15-1 +t15+ 82]'} se j > 1.

o |
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Recorreéncia

fEstrutura da solugao: Se a solucao passa pela maquina zyj
entdo o caminho do inicio até i € minimo.

Ele pode virde i(j — 1) oude (3 —1i)(j — 1).
Seja ¢;; 0 caminho minimo do inicio a maquina 1;:

) + 51 se j=1
19 — . :
/ mm{clj_l + S14,C25—1 +t2j + Slj} sej > 1,

e seja c»; 0 caminho minimo do inicio a maquina 2j:

. + S9; sej =1
27 — . .
/ mln{CQj_l + 525,¢C15-1 +t15+ 82]'} se j > 1.

LO tempo final da produgao é ¢* = min{c;,, + x1,co,, + x2}. J
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Simulacao
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Simulacao

C 1 2 3 4 D 6 J
Ly 77
2
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Simulacao

77
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Simulacao

1 2 3 4
9 77
12
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Simulacao

S11 512 513 S14 S15 S16

X1
2 N
AN
4 2/;2
S21 5292 S$23 524 525 S26
o1 > 3 4 5 6
1l 9 | 18
o 12 | 7
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Simulacao

S11 512 513 S14 S15 S16

L1

3
/2 R
\4 2/
L2

521 522 523 524 525 526

C 1 2 3 4 5! § 9
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Simulacao

S11 512 513 S14 S15 S16

L1

3
/2 R
\4 2/
L2

521 522 523 524 525 526

C 1 2 3 4 5! § 9
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Simulacao

S11 512 513 S14 S15 S16

T1

3
2 RN
\4 2/
T2

S21 S22 523 S$24 S$25 S$26

C 1 2 3 4 5 0 7
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Simulacao

S11 512 513 S14 S15 S16

T1

3
2 RN
\4 2/
T2

S21 S22 523 S$24 S$25 S$26

C 1 2 3 4 5 0 7
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Simulacao

S11 512 513 S14 S15 S16

X1

3
2 N
\4 2/
X2

S21 522 523 524 525 S26

e 1 2 3 4 5 6
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Simulacao

S11 512 513 S14 S15 S16

X1

3
2 N
\4 2/
X2

S21 522 523 524 525 S26

e 1 2 3 4 5 6
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Simulacao

S11 512 513 S14 S15 S16

X1
2 N
(
4 2/; 2
S21 5292 S$23 524 525 S26
o1 2 3 45 6
1| 9 | 18 | 20 | 24 | 32 | %
2l 12 | 16 | 2 | 25 | 30
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Simulacao

S11 512 513 S14 S15 S16

X1

3
2 N
\4 2/
L2

S21 522 523 524 525 S26

e 1 2 3 4 5 6
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Simulacao

S11 512 513 S14 S15 S16

T1

3
2 RN
\4 2/
T2

S21 S22 523 S$24 S$25 S$26

C 1 2 3 4 5) 0 7
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o

C

Simulacao

1 2 3 4 D 6
9 13 20 24 32 35
12 16 22 25 30 37

X

min{35 + 3,37 + 2}

min{38,39} = 38
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Linhas de producao

 LINHA-de-PRODUGAO (s, , e, 2, n) o

1 c[1,1] « e[1] + s[1, 1]
2 c[2,1] + e]2] + s[2,1]
3 paraj < 2 atéen faca
4 Se C[l,j — 1} —I—S[l,]] S c[2,j o 1} _l_t[z?] o 1] +S[17]}
5 entdo c[1,j] < ¢[1,j — 1] + s[1, j]
6 senao c[1,j] < c[2,j — 1]+ t[2,7 — 1] + s[1, /]
/ sec[2,j—1]+s[2,j] <[l,j—1]+1t[1,j — 1]+ s[2, j]
8 entao c[2, j] < ¢[2,j — 1] + s[2, ]
9 Senao c[2, j] « ¢[1,7 — 1]+ ¢[1,7 — 1] + s[2, j]

10 sec|[l,n|+ z[1] < ¢|2,n| + x|2]

11 entao ¢* « ¢[1,n| + z[1]

12 senao c¢* < c[2,n| + z[2]

13 devolva ¢*

N
|

Alaoritmos — p. 21/??



Linhas de producao

 LINHA-de-PRODUGAO (s, , e, 2, n) o

1 c[1,1] « e[1] + s[1, 1]
2 c[2,1] « e]2] + s[2,1]
3 paraj < 2 atéen faca
4 sec[l,j—1]+s[l,j] <c[2,j—1]+1t]2,7 — 1]+ s[1, ]
5 entdo c[1,j] < ¢[1,j — 1] + s[1, j]
6 sendo c[1,j] « c[2,7 — 1] +t[2,j — 1] + s[1, /]
7 se c[2,j—1]+s[2,7] <c[l,j—1]+¢[1,7 — 1]+ s[2, 7]
8 entao c[2, j] < ¢[2,j — 1] + s[2, ]
9 senao c[2,j] « c[1,j — 1] + t[1,j — 1] + s[2, /]

10 sec|[l,n|+ z[1] < ¢|2,n| + x|2]

11 entao ¢* « ¢[1,n| + z[1]

12 senao c¢* < c[2,n| + z[2]

13 devolva ¢*
LO tempo desse algoritmo é O(n). J
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Linhas de producao

 LINHA-de-PRODUGAO (s, , e, 2, n) o

1 c[1,1] « e[1] + s[1, 1]
2 c[2,1] « e]2] + s[2,1]
3 paraj < 2 atéen faca
4 sec[l,j—1]+s[l,j] <c[2,j—1]+1t]2,7 — 1]+ s[1, ]
5 entdo c[1,j] < ¢[1,j — 1] + s[1, j]
6 sendo c[1,j] « c[2,7 — 1] +t[2,j — 1] + s[1, /]
7 se c[2,j—1]+s[2,7] <c[l,j—1]+¢[1,7 — 1]+ s[2, 7]
8 entao c[2, j] < ¢[2,j — 1] + s[2, ]
9 senao c[2,j] « c[1,j — 1] + t[1,j — 1] + s[2, /]

10 sec|[l,n|+ z[1] < ¢|2,n| + x|2]

11 entao ¢* « ¢[1,n| + z[1]

12 senao c¢* < c[2,n| + z[2]

13 devolva ¢*
LO tempo desse algoritmo € ©(n). O espago é O(n). J
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Linhas de producao

 LINHA-de-PRODUGAO (s, , e, z,n) o

1 c[1,1] « e[1] + s[1, 1]
2 c[2,1] + e]2] + s[2,1]
3 paraj <« 2 atén faca
4 sec[l,j—1]+s[l,j] <c[2,j—1]+1t]2,7 — 1]+ s[1, ]
5 entdo c[1,j] < ¢[1,j — 1] + s[1, j]
6 sendo c[1,j] « c¢[2,7 — 1] +t[2,j — 1] + s[1, /]
7 se c[2,j—1]+5[2,7] <c[l,j —1]+¢[1,7 — 1]+ s[2, 7]
8 entao c[2, j] < ¢[2,j — 1] + s[2, J]
9 sendo c[2,j] « c[1,j — 1] +t[1,j — 1] + s[2, /]

10 se c[l,n| + x|1] < c¢2,n] + 2|2

11 entao ¢* « ¢[1,n|+ z[1]

12 senao c* < c[2,n| + z[2]

13 devolva c¢*

LConsegue economizar espaco? J
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Determinacao de caminho otimo

M

arque de onde vieram os valores...

Linha 1
Entrada

Linha 2




Determinacao de caminho otimo

M

arque de onde vieram os valores...

Linha 1

Entrada

Linha 2

S21 S22 523 S$24 S25 526

Outra matriz que guarda de que no veio o seu valor.

o |
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Determinacao de caminho otimo

M

arque de onde vieram os valores...

Linha 1

Entrada

Linha 2

S21 S22 523 S$24 S25 526

Outra matriz que guarda de que no veio o seu valor.

Com essa informacédo, pode-se
rastrear de volta o caminho, de tras para frente.

o |
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Linhas de producao

- N

LINHA-de-PRODUGCAO (s, t, ¢, z,n)
1 c[1,1] « e[1] + s[1,1]
2 c[2,1] «+ e]2] + s[2,1]
3 paraj <« 2 atén faca
4 se c[l,j— 1]+ s[1,5] < ¢[2,j—1]+¢[2,5 — 1]+ s[1, /]
5 entdo c[1, j] < ¢[1,j — 1] + s[1, j]
6 [1,7] + 1
7 senao c[1, j] « ¢[2,7 — 1]+ ¢[2,7 — 1] + s[1, j]
8 {1, 7] < 2
9 se c[2,j— 1]+ s[2, 5] < c[l,j—1]+¢[1,j — 1]+ s[2, /]
10 entdo c[2, j] < ¢[2, 7 — 1] + s[2, /]
11 [|2, 5] < 2
12 Senao c[2,j] « ¢[1,7 — 1]+ ¢[1,7 — 1] + s[2, j]

[12,7] <1 J

Alaoritmos — p. 24/??
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Linha de producao
- : -

LINHA-de-PRODUCAO (s, t,e,x,n)

14 se c[1,n] + m[l] c|2,n] + x[2]

15 entao c¢* < c[1,n] + x[1]
16 "+ 1
17 senao c¢* < c[2,n] + z[2]
18 [* 2

19 devolva ¢*, [*, |

Alaoritmos — p. 25/??



Linha de producao
- : -

LINHA-de-PRODUCAO (s, t,e,x,n)

14 se c[1,n] + w[l] c|2,n] + x[2]

15 entao c¢* < c[1,n] + x[1]
16 "+ 1
17 senao c¢* < c[2,n] + z[2]
18 [* 2

19 devolva ¢*, [*, |

O valor [* e a matrix [ podem ser usados para
determinarmos um caminho o6timo.

o |
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Linha de producao
- : -

LINHA-de-PRODUCAO (s, t,e,x,n)

14 se c[1,n| + w[l] c|2,n] + x[2]

15 entao c¢* < c[1,n] + x[1]
16 [* 1
17 senao c¢* «+ c[2,n] + z[2]
18 [* < 2

19 devolva ¢*, [*, |

O valor [* e a matrix [ podem ser usados para
determinarmos um caminho o6timo.

LO consumo de tempo e espago desse algoritmo é O(n). J

Alaoritmos — p. 25/??



Linha de producao

f Linha 1

€1 2
Entrada i

eo 4
Linha 2

IMPRIME-MAQUINAS (1, *, n)
L4 [*
imprima “linha 7, maquina n”
para j < n até 2 faca
i < 1[i, ]]
imprima “linha 7, maquina j — 1”

OaOr~rwWON-—
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Linha de producao
|7 Linha 1

Entrada

Linha 2

S21 S22 523 S$24 S25 526

IMPRIME-MAQUINAS (1, *, n)
1 1« [

2 imprima “linha i, maquina n”

3 para; < n ate 2 faca

4 i < 1[i, ]]

5 imprima “linha 7, maquina j — 1”
O

tempo e espaco desse algoritmo € O(n). J

o
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Linha de producao
|7 Linha 1

Entrada

Linha 2

S21 S22 523 S$24 S25 526

IMPRIME-MAQUINAS (1, *, n)

1 i« 1F

2 imprima “linha i, maquina n”
3 para; < n ate 2 faca
4

i <11, 7]
5 imprima “linha 7, maquina j — 1”
O tempo e espacgo desse algoritmo é O(n). J

Consegue economizar espaco?

Alaoritmos — n. 26/??
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