Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.

|
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Mais programacao dinamica
- -

CLRS 15.5

“recursao—com-tabela”
transformacao inteligente de recursao em iteragcao
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Buscas em conjunto conhecido

-

fDadas estimativas do numero de acessos a cada elemento
de v[1..n], qual € a melhor estrutura de dados para v?

Arvore de busca binaria (ABB)
Exemplo: n =3 e e; = 10, eg = 20, e3 = 40.

Qual a melhor das ABBs?



Exemplo

fExemplo n=3ee =10, es = 20, e3 = 40.

7Ry

Qual a melhor das ABBs?



fExemplo n=3ee =10, es = 20, e3 = 40.

<

10
10
10

10 -
10 -

-3+ 20 -
-2+ 20 -
-2+ 20 -
1+ 20-
1+ 20-

Exemplo

7Ry

Numero esperado de comparacoes:

2 440 -
3+ 40 -
1 +40 -
3+ 40 -
2440 -

1 =110
1 =120
2 =120
2 = 150
2 =170



Exemplo

fExemplo n=3ee =10, es = 20, e3 = 40.

7Ry

Numero esperado de comparacoes:

9

10
10
10

-3+ 20 -
-2+ 20 -
-2+ 20 -
10 -
10 -

1 + 20

1+ 20 -

2440 -
3+ 40 -
1 +40 -
-3+ 40 -
2440 -

I =110
1 =120
2 =120
2 = 150
3 =170

+<— ABB 6tima



Arvore de busca otima

fConsidere um vetor ¢[1..n] de inteiros com uma estimativa
do numero de acessos a cada elemento de {1,...,n}.

-



Arvore de busca otima

-

fConsidere um vetor ¢[1..n] de inteiros com uma estimativa
do numero de acessos a cada elemento de {1,...,n}.

Uma ABB o6tima com respeito ao vetor ¢ € uma ABB para o
conjunto {1,...,n} que minimiza 0 numero

n
E hz €y
1=1

onde h; € 0 numero de n6s no caminho de ; até a raiz da
arvore.

o |



Arvore de busca otima

-

fConsidere um vetor ¢[1..n] de inteiros com uma estimativa
do numero de acessos a cada elemento de {1,...,n}.

Uma ABB o6tima com respeito ao vetor ¢ € uma ABB para o
conjunto {1,...,n} que minimiza 0 numero

n
E hz €y
1=1

onde h; € 0 numero de n6s no caminho de ; até a raiz da
arvore.

Problema (ABB Otima): Dado ¢[1..n], encontrar uma
Lérvore de busca binaria 6tima com respeito a e. J



Subestrutura otima

-

Subarvores esquerda e direita de uma ABB 6tima
sao ABBs 6timas.
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Subestrutura otima

-

Subarvores esquerda e direita de uma ABB 6tima
sao ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB oOtima.



Subestrutura otima

-

Subarvores esquerda e direita de uma ABB 6tima
sao ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB oOtima.

c|t, 7]: custo min de uma ABB para ¢|i . . j]
s|i, 7]: soma dos acessos em el . . j]

o



Subestrutura otima

- N

Subarvores esquerda e direita de uma ABB 6tima
sao ABBs 6timas.

Resta determinar a raiz da ABB oOtima.

c|t, 7]: custo min de uma ABB para ¢|i . . j]
s|i, 7]: soma dos acessos em el . . j]

i 0 Sei1 >
L = min;<p<;icli, kb — 1] +clk + 1, 7] + s[i,j]} sei<j



Custo de uma ABB otima

c|t, 7]: custo min de uma ABB para e[ . . j]

s|7]: soma dos acessos em e|1.. j]
s|7] — s[=—1]: soma dos acessos em e|i .. . j]

i 0 s€i>
= minigkﬁ{c[i, /ﬁ—l] + C[k+17]] + S[]] o 8[2_1]} Sei1s ]
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Custo de uma ABB otima

c|t, 7]: custo min de uma ABB para e[ . . j]

s|7]: soma dos acessos em e|1.. j]
s|7] — s[=—1]: soma dos acessos em e|i .. . j]

i 0 s€i>
= minigkﬁ{c[i, /ﬁ—l] + C[k+17]] + S[]] o 8[2_1]} Sei1s ]

Para calcular s:

1 s/0]=0
2 parai <« 1atén faca
3 s[i] < s[i—1] + e]i]

o |
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Custo de uma ABB otima

c|t, 7]: custo min de uma ABB para e[ . . j]

s|7]: soma dos acessos em e|1.. j]
s|7] — s[=—1]: soma dos acessos em e|i .. . j]

i 0 Sei>j
= minigkﬁ{c[i, /ﬁ—l] + C[k+1aj] + S[]] o S[Z_l]} SN

Como preencher a matriz ¢?
Em que ordem?

o |



Custo de uma ABB otima

c|t, 7]: custo min de uma ABB para e[ . . j]

s|7]: soma dos acessos em e|1.. j]
s|7] — s[=—1]: soma dos acessos em e|i .. . j]

i 0 Sei>j
= miﬂigkgj{C[i, ]{—1] + C[k+1aj] + S[]] o 8[2_1]} SN

Como preencher a matriz ¢?
Em que ordem?

Como no problema da parentizacao! Pelas diagonais!

o |



Programacao dinamica

L0

2 O % | x| x |77

3 0 *

4 0 *

D 0| %

6 0

7 0

(! 0
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Simulacao
f e[1]=10 e[2]=20 ¢e[3]=30 el4]=15 e[5]=30 T
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Simulacao

e[1]=10 ¢|2]=20 ¢[3]=30 e[4]=15 e[5]=30
0 1 2 3 4 D J —‘

1 0 77

2 0




Simulacao

ell|=10 ¢e|2|=20 ¢[3|=30 el|4|=15 ¢€|5|=30
[ HO []1 2[] 3[]4 []5 j o

1 0 10

2 0

6 0

(

Lc[l, 1—1] + e[1] + ¢[1+1,1] = 0+10+0 = 10 J



Simulacao

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30 T
0 1 2 3 1 5

1 0 10

2 0 77

3 0

4 0

D 0

6 0




Simulacao

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:3036[4]:15 6[5]?30 | T
J
1 0 10
2 0 20
3 0
4 0
D 0
6 0

(

LC[Q’ 2—1] + e[2] + ¢[2+1, 2] = 0+20+0 = 20 J



Simulacao

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30 T
0 1 2 3 1 5

1 0 10

2 0 20

3 0 2

4 0

D 0

6 0




Simulacao

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:3036[4]:15 6[5]?30 | T
J
1 0 10
2 0 20
3 0 30
4 0
D 0
6 0

(

- of3,3=1] +ef3] + ¢[3+1,3] = 0+30+0 = 30 o



Simulacao

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30 T
0 1 2 3 1 5

1 0 10

2 0 20

3 0 30

4 0 2

D 0

6 0




Simulacao

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:3036[4]:15 6[5]?30 | T
J
1 0 10
2 0 20
3 0 30
4 0 15
D 0
6 0

(

Lc[ll, A41] + el4] + c[4+1,4] = 0+15+0 = 15 J



Simulacao

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30 T
0 1 2 3 1 5

1 0 10

2 0 20

3 0 30

4 0 15

5 0 Vol

6 0




Simulacao

(

Lc[& 5+1] + e[5] + ¢[5+1, 5] = 0+30+0 = 30

|7 e[1]=10 ¢|2]=20 ¢[3]=30 e[4]=15 e[5]=30

0 1 2 3 4 D

1 0 10

2 0 20

3 0 30

4 0 15

D 0 30

6 0

J

-



Simulacao

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30 T
1 2 3 4 5! 9
10 77
0 20
0 30
0 15
0 30
0




Simulacao

(

Lc[l, 1—1] + (e[1] + e[2]) + ¢[1+1, 2] = 0430420 = 50

|7 e[1]=10 e|2]= e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30

0 1 2 3 4 D

1 0 10 50

2 0 20

3 0 30

4 0 15

D 0 30

6 0

-

|



Simulacao

(

Lc[l, 2—1] + (e[1] 4+ €e[2]) + ¢[2+1, 2] = 1043040 = 40

|7 e[1]=10 e|2]= e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30

0 1 2 3 4 D

1 0 10 40

2 0 20

3 0 30

4 0 15

D 0 30

6 0

-

|



Simulacao

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30 T
0 1 2 3 1 5

1 0 10 40

2 0 20 77

3 0 30

4 0 15

D 0 30

6 0




Simulacao

(

|7 e[1]=10 ¢|2]=20 ¢[3]=30 e[4]=15 e[5]=30

0 1 2 3 4 D

1 0 10 40

2 0 20 80

3 0 30

4 0 15

D 0 30

6 0

LC[Q’ 2—1] 4 (e[2] + €[3]) + ¢[2+1, 3] = 0+50+30 = 80

J

-

|



Simulacao

(

|7 e[1]=10 ¢|2]=20 ¢[3]=30 e[4]=15 e[5]=30

0 1 2 3 4 D

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30

4 0 15

D 0 30

6 0

LC[Q, 3—1] + (e[2] + €[3]) + ¢[3+1, 3] = 20+504+0 = 70

J

-

|



Simulacao

e[1]=10 ¢|2]=20 ¢[3]=30 e[4]=15 e[5]=30
0 1 2 3 4 D

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30 77

4 0 15

D 0 30

6 0

-



Simulacao

(

|7 e[1]=10 ¢|2]=20 ¢[3]=30 e[4]=15 e[5]=30

0 1 2 3 4 D

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15

D 0 30

6 0

 of3,3-1] + (e[3] + el4]) + ¢[3+1,4] = 0+45+15 = 60

J

-

|



Simulacao

(

|7 e[1]=10 ¢|2]=20 ¢[3]=30 e[4]=15 e[5]=30

0 1 2 3 4 D

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15

D 0 30

6 0

LC[B, 4—1] + (e[3] + e[4]) + c[4+1,4] = 30+454+0 = 75

J

-

|



Simulacao

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30 T
0 1 2 3 1 5

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 77

D 0 30

6 0




Simulacao

(

|7 e[1]=10 e|2]= e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30

0 1 2 3 4 D

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 75

D 0 30

6 0

Lc[ll, 4—1] + (e[4] + e[5]) + c[4+1, 5] = 0+454+30="75

-



Simulacao

(

Lc[ll, 5—1] + (el4] + e[5]) + ¢[5+1,5] = 1544540 = 60

|7 e[1]=10 e|2]= e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30

0 1 2 3 4 D

1 0 10 40

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 60

D 0 30

6 0

-



Simulacao

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30 T
0 1 2 3 1 5

1 0 10 40 77

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 60

D 0 30

6 0




Simulacao

(

Lc[l, 1-1] + (e[l] + e2] + €|3]) + c[1+1, 3] = 0+60+70 = 130

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:3036[4]:15 6[5]?30 | T
J

1 0 10 40 130

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 60

D 0 30

6 0




Simulacao

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:3036[4]:15 6[5]?30 | T
J

1 0 10 40 100

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 60

D 0 30

6 0

(

Lc[l, 2—1] + (e[1]) +e[2] + e[3]) + ¢[2+1, 3] = 104+60+30 = 100 J



Simulacao

(

Lc[l, 3—1] + (e[l] + €[2] + e[3]) + ¢[3+1, 3] = 404+-60+0 = 100

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:3036[4]:15 6[5]?30 | T
J

1 0 10 40 100

2 0 20 70

3 0 30 60

4 0 15 60

D 0 30

6 0




Simulacao

e[1]=10 ¢|2]=20 ¢[3]=30 e[4]=15 e[5]=30
0 1 2 3 4 D

1 0 10 40 100

2 0 20 70 77

3 0 30 60

4 0 15 60

D 0 30

6 0




Simulacao

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:3036[4]:15 6[5]?30 | T
J

1 0 10 40 100

2 0 20 70 125

3 0 30 60

4 0 15 60

D 0 30

6 0

(

o of2,2-1] 4 (ef2] + ef3] + e[4]) + c[241,4] = 0+65+60 = 125 |



Simulacao

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:3036[4]:15 6[5]?30 | T
J

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60

4 0 15 60

D 0 30

6 0

(

LC[Q, 3—1] + (e[2] + e[3] + e[4]) + ¢[3+1, 4] = 20+65+15 = 100 J



Simulacao

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:3036[4]:15 6[5]?30 | T
J

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60

4 0 15 60

D 0 30

6 0

(

\_0[2,4—1] + (e[2] + e[3] + e[4]) 4 c[4+1, 4] = T0+6540 = 135 J



Simulacao

e[1]=10 e[2]=20 e[3]=30 e[4]=15 e[5]=30 T
0 1 2 3 1 5

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60 77

4 0 15 60

D 0 30

6 0




Simulacao

(

 c3,3=1) + (e[3] + e[4] + e[5]) + ¢[3+1, 5] = 0475460 = 135

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:30 \ 6[4]:15 6[5];30 | T
J

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60 135

4 0 15 60

D 0 30

6 0




Simulacao

(

LC[B, 4—1] + (e[3] + e[4] + e[5]) + c[4+1, 5] = 30+75+30 = 135 J

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:30 \ 6[4]:15 6[5];30 | T
J

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60 135

4 0 15 60

D 0 30

6 0




Simulacao

(

 o3,5-1) + (e[3] + e[4] + e[5]) + c[5+1, 5] = 60+75+0 = 135

|7 6[1]250 6[2]1:20 62[3]:30 \ 6[4]:15 6[5];30 | T
J

1 0 10 40 100

2 0 20 70 100

3 0 30 60 135

4 0 15 60

D 0 30

6 0




Simulacao

(

LExercicio: Preencha o que falta!

|7 e[1]=10 e|2]= e[3]=30 e[4]=15 ¢[5]=30
0 1 2 3 4 D
1 0 10 40 100
2 0 20 70 100
3 0 30 60 135
4 0 15 60
D 0 30
6 0

-



Arvore de busca otima

 ABB-OTivA (e,n) -

—
QCOWoOoO~NOOOITPA~WN —

11
12
13

14

sl0] =0
para: < 1 até n faca
sli| < sli—1]| + eli]
para: « 1 ate n+1 faca
cli,i—1] <0
para / < 1 até n faca
para : « 1 ate n—/+1 faca
g 4 1+0—1
cli, j] + cli+1, 5]
para i < i+1 ate ; faca
se c|i, k—1] + c[k+1, j] < c[z, J]
entao c[i, j] < c[i, k—1] + c[k+1, j]
cli, g} = cli, gl + slj] — s[i—=1]
devolva |1, n] J



Arvore de busca otima

- N

Exercicio: Como fazer para obter uma ABB 6tima e nao
apenas o seu custo? Complete o servico!

Exercicios para terca que vem: 8 e 21 (Bandeiras) da L6.

Exercicio para quinta que vem: 12 da L6.

o |



Mochila

- Dados dois vetores z[1..n] € w[l..n], denotamos por z - w |

0 produto escalar

w(l]x[1] +w|2]z[2] + - - - + w|n|z|n].

Suponha dado um numero inteiro nao-negativo 1" e
vetores positivos w(l..n] e v[l..n].

Uma mochila € qualquer vetor x[1..n| tal que
r-w<W e 0Lzt <1paratodo
O valor de uma mochila € o niumero z - v.

Uma mochila é otima se tem valor maximo.

.



Problema booleano da mochila

~ Uma mochila z[1..7] tal que z[i] = 0 ou z[i] = 1 paratodoi |
é dita booleana.

Problema (Knapsack Problem): Dados (w, v, n, W),
encontrar uma mochila boolena 6tima.

Exemplo: W =50, n =4

8 8 8 @ &

1 2 3 4
40 | 30 | 20 | 10
840 | 600 | 400 | 100
1 0 0 0
1 0 0 1
0 1 1 0

va
va
va

or = 840
or = 940
or = 1000
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