Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Arvore geradora minima
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CLRS Cap 23
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Arvore geradora minima

fS

Uma arvore T em G € geradora
se contém todos os vértices de G.

eja G um grafo conexo.

Problema: Dado G conexo com peso w, para cada aresta e,
encontrar arvore geradora em G de peso minimo.

O peso de uma arvore € a soma do peso de suas arestas.
Tal arvore € chamada de arvore geradora minima em G.

MST: minimum spanning tree
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Arestas seguras

fSeja G = (V, E) um grafo conexo.

Funcao w que atrlbw um peso w,. para cada aresta e € F.

A C F contido em alguma MST de (G, w).
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Arestas seguras

fSeja G = (V, E) um grafo conexo.
Funcao w que atribui um peso w. para cada aresta e € F.

A C F contido em alguma MST de (G, w).

Aresta e € I/ € segura para A se
A U{e} esta contido em alguma MST de (G, w).

Se A nao € uma MST, entao existe aresta segura para A.

GENERICO (G, w)

A0

enqguanto A nao é geradora faca
encontre aresta segura e para A
A<+ AUu{e}

devolva A
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Arestas seguras

fCorte em G: particao (S,V \ S).

Aresta e cruza o corte (S,V '\ S) se
exatamente um de seus extremos esta em S.
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com w(e) Minimo em corte que respeita A é segura para A.



Arestas seguras

fCorte em G: particao (S,V \ S). T

Aresta e cruza o corte (S,V '\ S) se
exatamente um de seus extremos esta em S.

Corte respeita A C E: nenhuma aresta de A o cruza.

Teorema: Se A esta contida em MST de (G, w), entao e
com w(e) Minimo em corte que respeita A é segura para A.

Prova: Seja T"uma MST em (G, w) que contém A.
Se e estd em T', ndo ha nada mais a provar.
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fCorte em G: particao (S,V \ S). T

Aresta e cruza o corte (S,V '\ S) se
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Corte respeita A C E: nenhuma aresta de A o cruza.

Teorema: Se A esta contida em MST de (G, w), entao e
com w(e) Minimo em corte que respeita A é segura para A.

Prova: Seja T"uma MST em (G, w) que contém A.
Se e estd em T', ndo ha nada mais a provar.

Se e nao esta em T, seja C 0 Unico circuito em T + e,
e seja f € C com w(f) maximo que cruza 0 mesmo corte
(distinta de e em caso de empate).
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Arestas seguras

fCorte em G: particao (S,V \ S). T

Aresta e cruza o corte (S,V '\ S) se
exatamente um de seus extremos esta em S.

Corte respeita A C E: nenhuma aresta de A o cruza.

Teorema: Se A esta contida em MST de (G, w), entao e
com w(e) Minimo em corte que respeita A é segura para A.

Prova: Seja T"uma MST em (G, w) que contém A.
Se e estd em T', ndo ha nada mais a provar.

Se e nao esta em T, seja C 0 Unico circuito em T + e,
e seja f € C com w(f) maximo que cruza 0 mesmo corte
(distinta de e em caso de empate).

LEntéo T'=T+e— fé&MSTecontém AU {c}.n J



Arvore geradora minima

5 N

s dois proximos algoritmos se enguadram no genérico.
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Arvore geradora minima

s dois proximos algoritmos se enquadram no generico.
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O primeiro é o algoritmo de Kruskal que, em cada iteracao,
escolhe uma aresta segura mais leve possivel.

(O algoritmo de Kruskal foi apresentado na aula passada.)



Arvore geradora minima

5 N

O primeiro é o algoritmo de Kruskal que, em cada iteracao,
escolhe uma aresta segura mais leve possivel.

s dois proximos algoritmos se enquadram no generico.

(O algoritmo de Kruskal foi apresentado na aula passada.)
O segundo é o algoritmo de Prim,

gue mantém uma arvore T que contém um vértice s,
acrescentando em cada iteracao uma aresta segura a 7.
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Arvore geradora minima

5 N

O primeiro é o algoritmo de Kruskal que, em cada iteracao,
escolhe uma aresta segura mais leve possivel.

s dois proximos algoritmos se enquadram no generico.

(O algoritmo de Kruskal foi apresentado na aula passada.)

O segundo é o algoritmo de Prim,
gue mantém uma arvore T que contém um vértice s,
acrescentando em cada iteracao uma aresta segura a 7.

Os dois produzem uma MST de (G, w).
n:= |V(G)| em:=|E(G)|.
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PRIM (G, w)

Algoritmo de Prim

seja s um vertice arbitrario de G
para v € V(G) \ {s} faca key|v] + oo
key|s] <= 0 m[s] ¢ nil
Q + V(G)
enquanto ( # () faca
u < ExTRACTEMIN(Q)
para cada v € adj(u) faca
sev e @ e w(u) < key(v)
entao r[v| < u key[v] < w(uv)
> DecreaseKey implicito na alteracao do key|v]
devolva =



Algoritmo de Prim

f PRIM (G, w)
seja s um vertice arbitrario de G
para v € V(G) \ {s} faca key|v] + oo
key|s] <= 0  7|s] < nil
Q + V(G)
enquanto ( # () faca
u < ExTRACTEMIN(Q)
para cada v € adj(u) faca
sev e @ e w(u) < key(v)
entao r[v| < u key[v] < w(uv)
> DecreaseKey implicito na alteragao do key|v]
10 devolva 7

O©OOoONOOOTA~,WN —

Consumo de tempo das operacoes na fila de prioridade:
Linha 4: ©(n) ExTrRAaCcT-MIN € Decrease-Key : O(Ign)
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Algoritmo de Prim

PRIM (G, w)
seja s um vertice arbitrario de G
para v € V(G) \ {s} faca key|v] + oo
key|s] <= 0 m[s] ¢ nil
Q + V(G)
enquanto ( # () faca
u < ExTRACTEMIN(Q)
para cada v € adj(u) faca
sev e @ e w(u) < key(v)
entao r[v| < u key[v] < w(uv)
> DecreaseKey implicito na alteracao do key|v]
10 devolva 7

O©OOoONOOOTA~,WN —

onsumo de tempo do Prim: O(mlgn)



Algoritmo de Prim

f PRIM (G, w)
seja s um vertice arbitrario de G
para v € V(G) \ {s} faca key|v] + oo
key|s] <= 0  7|s] < nil
Q + V(G)
enquanto ( # () faca
u < ExTRACTEMIN(Q)
para cada v € adj(u) faca
sev e @ e w(u) < key(v)
entao r[v| < u key[v] < w(uv)
> DecreaseKey implicito na alteragao do key|v]
10 devolva 7
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Consumo de tempo do Prim: O(mlgn)
Consumo de tempo com Fibonacci heap: O(m + nlgn)



Caminhos mais curtos

CLRS Secs 24.3e 25.2
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Caminhos mais curtos

-

G = (V, F): grafo orientado
Funcao ¢ que atribui um comprimento ¢, para cada e € E.
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Caminhos mais curtos

-

G = (V, F): grafo orientado
Funcao ¢ que atribui um comprimento ¢, para cada e € E.
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Para vértices u e v, a distancia de v a v € o comprimento de
um caminho de u a v de comprimento minimo.

Problema 1: Dados G, ¢ e um vértice s de G,
encontrar a distancia de s a cada vértice de G.



Caminhos mais curtos

. N

G = (V, F): grafo orientado
Funcao ¢ que atribui um comprimento ¢, para cada e € E.

Para vértices u e v, a distancia de v a v € o comprimento de
um caminho de u a v de comprimento minimo.

Problema 1: Dados G, ¢ e um vértice s de G,
encontrar a distancia de s a cada vértice de G.

Problema 2: Dados G e ¢,
encontrar a distancia entre todo par de vértices de G.

o |



Caminhos mais curtos

. N

G = (V, F): grafo orientado
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Algoritmo de Dijkstra: comprimentos nao negativos
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Caminhos mais curtos

. N

G = (V, F): grafo orientado
Funcao ¢ que atribui um comprimento ¢, para cada e € E.

Para vértices u e v, a distancia de v a v € o comprimento de
um caminho de u a v de comprimento minimo.

Problema 1: Dados G, ¢ e um vértice s de G,
encontrar a distancia de s a cada vértice de G.

Problema 2: Dados G e ¢,
encontrar a distancia entre todo par de vértices de G.

Algoritmo de Dijkstra: comprimentos nao negativos
LAIgoritmo de Floyd-Warshall: sem circuitos negativos J



Circuitos negativos

fG ). grafo orientado T

Fungao c que atribui um comprimento ¢, para cada e € E.

Para vértices u e v, a distancia de v a v € o comprimento de
um caminho entre u € v de comprimento minimo.



Circuitos negativos

fG ). grafo orientado T

Fungao c que atribui um comprimento ¢, para cada e € E.

Para vértices u e v, a distancia de v a v € 0 comprimento de
um caminho entre u € v de comprimento minimo.

Quando ha um circuito de comprimento negativo no grafo,
a distancia entre certos vértices pode ficar mal-definida.



Circuitos negativos

fG ). grafo orientado T

Fungao c que atribui um comprimento ¢, para cada e € E.

Para vértices u e v, a distancia de v a v € 0 comprimento de
um caminho entre u € v de comprimento minimo.

Quando ha um circuito de comprimento negativo no grafo,
a distancia entre certos vértices pode ficar mal-definida.

Poderiamos dar “voltas” num circuito negativo,
cada vez obtendo um “caminho” de comprimento menor.
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Circuitos negativos

fG ). grafo orientado T

Fungao c que atribui um comprimento ¢, para cada e € E.

Para vértices u e v, a distancia de v a v € 0 comprimento de
um caminho entre u € v de comprimento minimo.

Quando ha um circuito de comprimento negativo no grafo,
a distancia entre certos vértices pode ficar mal-definida.

Poderiamos dar “voltas” num circuito negativo,
cada vez obtendo um “caminho” de comprimento menor.

Assim definimos a distancia §(u,v) como
—00, Caso exista circuito negativo alcancavel de u,
Le o0 comprimento de um caminho mais curto de « a v C.c. J



Propriedades

-

P: caminho mais curtode sat

Subestrutura otima:
Subcaminhos de P sao caminhos mais curtos.
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P;; == (v, ...,v;) € um caminho mais curto de v; a v;.
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-

P: caminho mais curtode sat
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Lema: Dados G e ¢, seja P = (vy,...,v;) um caminho
mais curto em G de v; av,. Paratodo 1 <i < j <k,
P;; == (v, ...,v;) € um caminho mais curto de v; a v;.

Corolario: Para G e ¢, se o0 ultimo arco de um caminho mais
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Propriedades

-

P: caminho mais curtode sat

Subestrutura otima:
Subcaminhos de P sao caminhos mais curtos.

Lema: Dados G e ¢, seja P = (vy,...,v;) um caminho
mais curto em G de v; av,. Paratodo 1 <i < j <k,
P;; == (v, ...,v;) € um caminho mais curto de v; a v;.

Corolario: Para G e ¢, se o0 ultimo arco de um caminho mais
curto de sat é o arco ut, entao i(s,t) = o(s,u) + c(ut).

Lema: Para G, c e s,
L 6(s,v) < d(s,u) + c(uv) para todos 0s arcos uw.



Algoritmo de Dijkstra

fw: representa os caminhos minimos até s
. guarda a distancia de cada veértice a s.

DIJKSTRA (G, ¢, s)
parav € V(G) faca d|v] < oo 7|s| < nil
d|s] < 0
Q + V(G) chavedevédv
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

se v e @ eduv| >dul+ c(uv)
entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)

devolva (7, d)

O©OooONOOOTA~,WLWN =
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Algoritmo de Dijkstra

fw: representa os caminhos minimos até s T
. guarda a distancia de cada veértice a s.

DIJKSTRA (G, ¢, s)

1

2
3
4
5
6
/
38
9

parav € V(G) faca d|v] < oo 7|s| < nil
d|s] < 0
Q + V(G) chavedevédv
enquanto @ # () faca

u < ExTRACTEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

se v € @ eduy| > du]+ c(uv)
entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)

devolva (7, d)

d[u]: comprimento de um caminho minimo de s a u
L cujos vértices internos estao fora de Q J



Algoritmo de Dijkstra

fw: representa os caminhos minimos até s
. guarda a distancia de cada veértice a s.

DIJKSTRA (G, ¢, s)
parav € V(G) faca d|v] < oo 7|s| < nil
d|s] < 0
Q + V(G) chavedevédv
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

se v e @ eduv| >dul+ c(uv)
entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)

devolva (7, d)

d(s,u) seu & Q
d(s,u) Seu € @

O©OooONOOOTA~,WLWN =

Invariantes:  d|u]

L d|u) ;

Alaoritmos
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Algoritmo de Dijkstra

~ DIKSTRA (G,c, s) |
1 parav € V(G) faca dv| < oo 7[s| < nil
2 d|s] <+ 0
3 Q<+ V(G) rchavedevéd
4 enquanto @ # () faca
5 u < ExTRACTEMIN(Q)
6 para cada v € adj(u) faca
/ se v € @ edy| > du] + c(uv)
8 entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)
9 devolva (,d)

Invariantes:  d|u]
dlu]

o |

d(s,u) seu & Q
d(s,u) seu € Q

Vol



Algoritmo de Dijkstra

.~ DIJKSTRA (G, ¢, s) o

1

2
3
4
)
6
/
8
9

para v € V(G) faca d|v] < oo 7[s| < nil
d|s] < 0
Q < V(G) > chavedewé d[v]
enquanto ( # () faca

u < ExTRACTEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

se v € Qe dv] > du]+ c(uv)
entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)

devolva (7, d)

Invariantes: dlu] = d(s,u) se u & @

dlu| > d(s,u) se u € @

Onde usamos que
nao ha arestas de comprimento negativo? J
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Algoritmo de Dijkstra
-

DIJKSTRA (G, ¢, s)
1 parav € V(G) faca d[v| < oo 7[s] < nil

d|s] < 0
Q + V(G) chavedevédv
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

se v e Qe duv| >dul+ c(uv)
entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)

devolva (7, d)

OO NO OTH~ WM
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1

2
3
4
5
6
/
38
9

DIJKSTRA (G, ¢, s)

Algoritmo de Dijkstra

parav € V(G) faca dv] < oo 7[s] < nil
d|s] < 0
Q + V(G) chavedevédv
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

se v e Qe duv| >dul+ c(uv)
entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)

devolva (7, d)

Se () for uma lista simples:
Linha 3 e ExTRAcT-MIN : O(n)

o
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5
6
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38
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Algoritmo de Dijkstra

DIJKSTRA (G, ¢, s) T

parav € V(G) faca dv] < oo 7[s] < nil
d|s] < 0
Q + V(G) chavedevédv
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

se v e Qe duv| >dul+ c(uv)
entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)

devolva (7, d)

Se () for uma lista simples:
Linha 3 e ExTRAcT-MIN : O(n)

LConsumo de tempo do Dijkstra: O(n?) J

Alaoritmos — p. 14/15



Algoritmo de Dijkstra
-

DIJKSTRA (G, ¢, s)
1 parav € V(G) faca d[v| < oo 7[s] < nil

d|s] < 0
Q + V(G) chavedevédv
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

se v e Qe duv| >dul+ c(uv)
entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)

devolva (7, d)

OO NO OTH~ WM
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Algoritmo de Dijkstra

DIJKSTRA (G, ¢, s)
parav € V(G) faca dv] < oo 7[s] < nil

1

OO NO OTH~ WM

d|s] < 0

Q < V(G) chavedevé dv)
enquanto () # () faca
u < ExTRACEMIN(Q)

para cada

v € adj(u) faca

se v e Qe duv| >dul+ c(uv)
entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)

devolva (7, d)

Consumo de tempo das operacoes na fila de prioridade:
Inicializagao: O(n)

o

ExTRacT-MIN € Decrease-Key : O(lgn)



Algoritmo de Dijkstra

|7 DIJKSTRA (G, ¢, s) T
1 parav € V(G) faca d[v| < oo 7[s] < nil
2 d[s]«0
3 Q<+ V(G) rchavedewéd]
4 enquanto ( # () faca
5 u <— ExTRACTMIN(Q)
6 para cada v € adj(u) faca
/ se v e Qe duv| >dul+ c(uv)
8 entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)
9 devolva (r,d)

Consumo de tempo do Dijkstra: O(mlgn)
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Algoritmo de Dijkstra

f DIJKSTRA (G, ¢, s) T
1 parav € V(G) faca d[v| < oo 7[s] < nil
2 d[s]«0

3 Q<+ V(G) rchavedewéd]

4 enquanto ( # () faca

5 u <— ExTRACTMIN(Q)

6 para cada v € adj(u) faca

/ se v e Qe duv| >dul+ c(uv)

8 entao 7[v] < u d[v] « dlu] + c(uv)

9 devolva (r,d)

Consumo de tempo do Dijkstra: O(mlgn)
Consumo de tempo com Fibonacci heap: O(m + nlgn)

o |
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