Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Reducao polinomial

fPermi’[e comparar
0 “grau de complexidade” de problemas diferentes.

Alaoritmos

—pn. 2/28



Reducao polinomial

fPermite comparar T

0 “grau de complexidade” de problemas diferentes.

I1, IT": problemas

Uma reducao de II a II’ é um algoritmo ALG que resolve 11
usando uma subrotina hipotética ALG’ que resolve I’, de

forma que, se ALG’ € um algoritmo polinomial, entdo ALG é
um algoritmo polinomial.



Reducao polinomial

-

fPermite comparar
0 “grau de complexidade” de problemas diferentes.

I1, IT": problemas

Uma reducao de II a II’ é um algoritmo ALG que resolve 11
usando uma subrotina hipotética ALG’ que resolve I’, de

forma que, se ALG’ € um algoritmo polinomial, entdo ALG é
um algoritmo polinomial.

II <p Il = existe umareducdo de Il all.

LSe [1<pIl'ell'estdem P, entdo 1T estd em P. J



Exemplo

fH — encontrar um ciclo hamiltoniano
[T" = existe um ciclo hamiltoniano?
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fH — encontrar um ciclo hamiltoniano T
[T" = existe um ciclo hamiltoniano?

Reducéo de I a IT": ALG’ € um algoritmo que resolve IT’

ALG (G)
1 se ALG'(G) = NAO

2 entao devolva “G ndo € hamiltoniano”
3 para cada aresta uv de G faca

4 H+— G —uv

5 se ALG'(H) = SIM

6 entao G +— G — wv

7 devolva G



Exemplo

fH — encontrar um ciclo hamiltoniano
[T" = existe um ciclo hamiltoniano?

Reducéo de I a IT": ALG’ € um algoritmo que resolve IT’

ALG (G)
1 se ALG'(G) = NAO

2 entao devolva “G ndo € hamiltoniano”
3 para cada aresta uv de G faca

4 H+— G —uv

5 se ALG'(H) = SIM

6 entao G +— G — wv

7 devolva G

Se ALG' consome tempo O(p(n)), entdo ALG consome
Ltempo O(q p({G))), onde ¢ = nUmero de arestas de G.



Esquema comum de reducao

ALG T
SIM
I = T(1) >
> 7 > ALG
G <\ ~
NAO
Faz apenas uma chamada ao algoritmo ALG'.
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Esquema comum de reducao

f ALG T

- T - ALG =

Faz apenas uma chamada ao algoritmo ALG'.

T transforma uma instancia / de Il em uma instancia
I"=T(I)de II' tal que
[I(I) = SIM se e somente se II'(/") = SIM
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Esquema comum de reducao

f ALG T

e T = ALG

Faz apenas uma chamada ao algoritmo ALG'.

T transforma uma instancia / de Il em uma instancia
I"=T(I)de II' tal que
[I(I) = SIM se e somente se II'(/") = SIM

LT é uma espécie de “filtro” ou “compilador”. J
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Satisfatibilidade

fProbIema: Dada uma formula booleana ¢
nas variaveis x1, ..., x,, €xiste uma atribuicao

t:{x1,...,xn} — {VERDADE, FALSO}

qgue torna ¢ verdadeira?
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Satisfatibilidade

fProbIema: Dada uma formula booleana ¢ T
nas variaveis x1, ..., x,, €xiste uma atribuicao

t:{x1,...,xn} — {VERDADE, FALSO}
qgue torna ¢ verdadeira?
Exemplo:

O = (5131) A\ (—le V —x9 V xg) A\ (—lng)

Se t(x1) = VERDADE, t(x9) = FALSO, t(x3) = FALSO,
entao #(¢) = VERDADE
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Satisfatibilidade

fProbIema: Dada uma formula booleana ¢ T
nas variaveis x1, ..., x,, €xiste uma atribuicao

t:{x1,...,xn} — {VERDADE, FALSO}

qgue torna ¢ verdadeira?

Exemplo:

O = (5131) A\ (—le V —x9 V xg) A\ (—lng)

Se t(x1) = VERDADE, t(x9) = FALSO, t(x3) = FALSO,
entao #(¢) = VERDADE
)
(

= VERDADE, t(x2) = VERDADE, t(x3) = FALSO,
entao t(¢) =

FALSO |
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roblema: Dadas uma matriz A e um vetor b,
Az > b

possui uma solucao tal que =; = 0 ou z; = 1 para todo :?
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roblema: Dadas uma matriz A e um vetor b,
Az > b

possui uma solucao tal que =; = 0 ou z; = 1 para todo :?
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Sistemas lineares 0-1

o

roblema: Dadas uma matriz A e um vetor b,
Az > b

possui uma solucao tal que =; = 0 ou z; = 1 para todo :?

Exemplo:

|
=
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(\V)
_|_
S
w
vV IV IV
|
—_

tem uma solucao 0-17?

Sim!l z1 =1,20 =0e z3 =0 € solugao.

o



Exemplo 1

fSatisfatibiIidade <p Sistemas lineares 0-1
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Exemplo 1

fSatisfatibiIidade <p Sistemas lineares 0-1 T

A transformacao T recebe uma formula booleana ¢
e devolve um sistema linear Az > b

tal que ¢ é satisfativel se e somente se
o sistema Ax > b admite uma solucao 0-1.



Exemplo 1

fSatisfatibiIidade <p Sistemas lineares 0-1

A transformacao T recebe uma formula booleana ¢
e devolve um sistema linear Az > b

tal que ¢ é satisfativel se e somente se
o sistema Ax > b admite uma solucao 0-1.

Exemplo:

O = (5131) A\ (—le V —xo V xg) A\ (—lng)

L1
l—21 + 1—29 + T3

\— 1—$3
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Exemplo 1

fSatisfatibiIidade <p Sistemas lineares 0-1

A transformacao T recebe uma formula booleana ¢
e devolve um sistema linear Az > b

tal que ¢ é satisfativel se e somente se
o sistema Ax > b admite uma solucao 0-1.

Exemplo:
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Exemplo 2

N N

erifigue que

Ciclo hamiltoniano <p Caminho hamiltoniano entre v e v



Exemplo 2

N N

erifigue que

Ciclo hamiltoniano <p Caminho hamiltoniano entre v e v

Verifique que

Caminho hamiltoniano entre u e v <p Caminho hamiltoniano



Exemplo 3
G

Descreveremos um algoritmo polinomial 7" que recebe um
grafo G e devolve uma férmula booleana ¢(G) tais que

-

aminho hamiltoniano <p Satisfatibilidade

G tem caminho hamiltoniano < ¢((G) é satisfativel.
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Descreveremos um algoritmo polinomial 7" que recebe um
grafo G e devolve uma férmula booleana ¢(G) tais que

aminho hamiltoniano <p Satisfatibilidade

G tem caminho hamiltoniano < ¢((G) é satisfativel.

Suponha que G tem vértices 1, ..., n.

o(G) tem n? variaveis zij, 1 <i,j <n.
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Exemplo 3
G

Descreveremos um algoritmo polinomial 7" que recebe um
grafo G e devolve uma férmula booleana ¢(G) tais que

aminho hamiltoniano <p Satisfatibilidade

G tem caminho hamiltoniano < ¢((G) é satisfativel.

Suponha que G tem vértices 1, ..., n.

o(G) tem n? variaveis zij, 1 <i,j <n.

Interpretacao: z; ; = VERDADE <> vértice j é 0 i-ésimo
vértice do caminho.
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Exemplo 3 (cont.)

~ Clatsulas de ¢(G):
# ‘“vertice j faz parte do caminho:

(1,5 V2 V- V)

para cada j (n clausulas).
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~ Clatsulas de ¢(G):
# ‘“vertice j faz parte do caminho:

(1,5 V2 V- V)

para cada j (n clausulas).

# ‘“vertice j nao esta em duas posi¢cdes do caminho:

(71 V 2T )

para cada j e i # k (O(n?) cladsulas).



Exemplo 3 (cont.)

~ Clatsulas de ¢(G):

o

# ‘“vertice j faz parte do caminho:

(1,5 V2V V)

para cada j (n clausulas).

# ‘“vertice j nao esta em duas posi¢cdes do caminho:

(221 V 22 5)

para cada j e i # k (O(n?) cladsulas).
# “algum vertice € o0 i-esimo do caminho”:

(567;71 VZiogV:--V xi,n)

para cada i (n clausulas).



Exemplo 3 (cont.)
~ Mais cladsulas de ¢(G):

# “dois vértices nao podem ser 0 i-€simo’:

(=i V 2w k)

para cadai e j # k (O(n?) cladsulas).



Exemplo 3 (cont.)
~ Mais cladsulas de ¢(G): o

# “dois vértices nao podem ser 0 i-€simo’:
(m2i; V2 h)
para cadai e j # k (O(n?) cladsulas).
# “seij nao € aresta, j nao pode seqguir i no caminho”:
(mr V " Thy1 )

para cada ij que ndo é aresta (O(n?) cladsulas).



Exemplo 3 (cont.)
~ Mais cladsulas de ¢(G): o

# “dois vértices nao podem ser 0 i-€simo’:
(m2i; V2 h)
para cadai e j # k (O(n?) cladsulas).
# “seij nao € aresta, j nao pode seqguir i no caminho”:
(mr V " Thy1 )

para cada ij que ndo é aresta (O(n?) cladsulas).

A formula ¢(G) tem O(n?) cladsulas e
cada clatsula tem < n literais. Logo, (¢(G)) é O(n?).
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Exemplo 3 (cont.)
~ Mais cladsulas de ¢(G): o

# “dois vértices nao podem ser 0 i-€simo’:
(mxi; VT p)
para cadai e j # k (O(n?) cladsulas).
# “seij nao € aresta, j nao pode seqguir i no caminho”:
(m2k,; V 2xpq1 )

para cada ij que ndo é aresta (O(n?) cladsulas).

A formula ¢(G) tem O(n?) cladsulas e
cada clatsula tem < n literais. Logo, (¢(G)) é O(n?).

~ Nao é dificil projetar o algoritmo polinomial 7. o



Exemplo 3 (cont.)

fqﬁ(G) satisfativel = G tem caminho hamiltoniano.

Prova: Seja t : {variaveis} — {VERDADE, FALSO}
tal que #(¢(G)) = VERDADE.
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Exemplo 3 (cont.)

fqﬁ(G) satisfativel = G tem caminho hamiltoniano. T

Prova: Seja t : {variaveis} — {VERDADE, FALSO}
tal que #(¢(G)) = VERDADE.

Para cada i, existe um unico ; tal que ¢(x; ;) = VERDADE.



Exemplo 3 (cont.)

fqﬁ(G) satisfativel = G tem caminho hamiltoniano.

Prova: Seja t : {variaveis} — {VERDADE, FALSO}
tal que #(¢(G)) = VERDADE.

Para cada i, existe um unico ; tal que ¢(x; ;) = VERDADE.
Logo, ¢ € a codificadacao de uma permutacao

m(1),7(2),...,7(n)
dos veértices de G, onde

m(i1) = j < t(z; ;) = VERDADE.

o
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Exemplo 3 (cont.)

fqﬁ(G) satisfativel = G tem caminho hamiltoniano.

Prova: Seja t : {variaveis} — {VERDADE, FALSO}
tal que #(¢(G)) = VERDADE.

Para cada i, existe um unico ; tal que ¢(x; ;) = VERDADE.
Logo, ¢ € a codificadacao de uma permutacao

m(1),7(2),...,7(n)
dos vértices de G, onde
m(i1) = j < t(z; ;) = VERDADE.

Para cada i, (w(k),7(k 4+ 1)) € uma aresta de G.

o
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Exemplo 3 (cont.)

fqﬁ(G) satisfativel = G tem caminho hamiltoniano. T

Prova: Seja t : {variaveis} — {VERDADE, FALSO}
tal que #(¢(G)) = VERDADE.

Para cada i, existe um unico ; tal que ¢(x; ;) = VERDADE.
Logo, ¢ € a codificadacao de uma permutacao

m(1),7(2),...,7(n)
dos vértices de G, onde
m(i1) = j < t(z; ;) = VERDADE.

Para cada i, (w(k),7(k 4+ 1)) € uma aresta de G.
LLogo, (7(1),7(2),...,7(n)) € um caminho hamiltoniano. J



Exemplo 3 (cont.)

G tem caminho hamiltoniano = ¢(G) satisfativel.

Suponha que (7 (1),7(2),...,7(n)) € um caminho
hamiltoniano, onde © € uma pernutagao dos vertices de G.
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Exemplo 3 (cont.)

G tem caminho hamiltoniano = ¢(G) satisfativel. o

Suponha que (7 (1),7(2),...,7(n)) € um caminho
hamiltoniano, onde © € uma pernutagao dos vertices de G.

Entao

t(r; ;) = VERDADE se 7(i) = j €
t(wijj) = FALSO se 7(1) # 7,

é uma atribuicao de valores que satisfaz todas as clausulas

de ¢(G).

o |



Problemas completos em NP
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Um problema 11 em NP € NP-completo
se cada problema em NP pode ser reduzido a I1.
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Satisfatibilidade € NP-completo.
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Um problema 11 em NP € NP-completo
se cada problema em NP pode ser reduzido a I1.

Teorema de S. Cook e L.A. Levin:
Satisfatibilidade € NP-completo.

Se Il <p II" e IT é NP-completo, entao I’ &€ NP-completo.
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Problemas completos em NP

- N

Um problema 11 em NP € NP-completo
se cada problema em NP pode ser reduzido a I1.

Teorema de S. Cook e L.A. Levin:
Satisfatibilidade € NP-completo.

Se Il <p II" e IT é NP-completo, entao I’ &€ NP-completo.

Existe um algoritmo polinomial para um problema
NP-completo se e somente se P = NP.

o |
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