Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides
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Analise de Algoritmos

CLRS 7

Essas transparéncias foram adaptadas das transparéncias
do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.



Particao

~ Problema: Rearranjar um dado vetor Afp..r] e devolver um |
indice gtalquep <g<re

Entra:

Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]
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Particao

~ Problema: Rearranjar um dado vetor Afp..r] e devolver um |
indice gtalquep <g<re

Entra:

Sai:

Alp..q—1] < Alg] < Alg+1..7]
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Particione

~ Rearranja A[p..r]de modoque p < ¢ <re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

PARTICIONE (A, p,r)

1 o« Alr] > x € 0 “piv0”
2 1<+ p—1

3 paraj <+ patér—1faca
4 se Alj] <z

5 entao i+ i+ 1

6 Ali] +» Alj]
7 Ali+1] < Alr]

8 devolvai+1

Invariantes: no comeco de cada iteracao de 3—6,

| (i0) Alp..d] <z (1) Ali+l.. 1] > @

(i2) Ald] = o



Consumo de tempo

fQuanto tempo consome em funcaode n :=r —p + 17
linha consumo de todas as execucoes da linha

1-2 =20(1)

3 = O(n)

4 = O(n)

5-6 =20(n)

/-8 =20(1)

total =0(2n+4) + O(2n) = O(n)
Conclusao:

O algoritmo PARTICIONE consome tempo O(n).

il

-



Quicksort

~ Rearranja Afp..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entao ¢ + PARTICIONE (A, p, )

3 QUICKSORT (A, p,q — 1)

4 QUICKSORT (A, ¢+ 1,7)
p
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Quicksort

~ Rearranja Afp..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)
Ssep<r

1

entao ¢ < PARTICIONE (A, p,r)

2
3
4

A

QUICKSORT (A, p,q — 1)
QUICKSORT (A, ¢+ 1,7)

p q

33112213344 |55 |88 66

7

99

No comeco da linha 3,

o

Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]



Quicksort

~ Rearranja Afp..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entao ¢ « PARTICIONE (A4, p, r)
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A, ¢+ 1,7)
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Quicksort

~ Rearranja Afp..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entao ¢ + PARTICIONE (A, p, )
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A, ¢+ 1,7)
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Quicksort

~ Rearranja A[p..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entao ¢ «+ PARTICIONE (A, p, )
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A, ¢+ 1,7)

No comeco da linha 3,

Alp..qg—1] < Alq] < Alg+1..7]

Consumo de tempo?

o



Quicksort

~ Rearranja A[p..r] em ordem crescente.

QUICKSORT (A, p,r)

1 sep<r

2 entao ¢ «+ PARTICIONE (A, p, )
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A, ¢+ 1,7)

No comeco da linha 3,

Alp..qg—1] < Alq] < Alg+1..7]

Consumo de tempo?
T(n) := consumo de tempo no pior caso sendo

L n:=r—p+1



-

Consumo de tempo

Quanto tempo consome em funcdode n:=r —p+17?

-

linha consumo de todas as execuc¢oOes da linha
1 = 7?

2 = 7?

3 = 7?

4 _ 9

total = ?7?7



-

Consumo de tempo

Quanto tempo consome em funcdode n:=r —p+17?

-

linha consumo de todas as execuc¢oOes da linha
1 = 0O(1)

2 = O(n)

3 = T(k)

4 = Tn—Fk—1)

total = Tk)+T(n—k—1)4+06(n+1)

0 < ki=qg—p < n-1



Recorreéncia

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

-

Tn)=T(k)+Tn—kF—1)4+06(n)



Recorreéncia

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1

-

Tn)=Tk)+Tn—k—1)+06(n)

Recorréncia grosseira:
Tn)=T0O)+T(n—1)+06(n)

T(n)éoO(777).

o |



Recorreéncia

-

T(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+ 1
Tn)=Tk)+Tn—k—1)+06(n)

Recorréncia grosseira:
Tn)=T0O)+T(n—1)+06(n)
T(n) & O(n?).

Demonstracao: ... Exercicio!

o

-



Recorrencia cuidadosa

fT(n) := consumo de tempo maximo quandon =r —p+1 T

T(n)= ogrl?g}f—l{T(k) +T(n—Fk—1)}+06(n)



Recorrencia cuidadosa

fT(n) := consumo de tempo maximo quandon=r—p+1 T

T(n)= ogrl?gff—l{T(k) +T(n—Fk—1)}+06(n)

Versao simplificada:

T(0) = 1
T(1) =1
= T(k) +T(n—Fk—1 aran =2,34,...
T(n) = max {T(k)+T(n )} +n paran
n|01 2 3 4 5

T(n)|1 1 242 543 9+4 14+5

o |
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Recorrencia cuidadosa

fT(n) := consumo de tempo maximo quandon=r—p+1 T

T(n)= ogrl?gff—l{T(k) +T(n—Fk—1)}+06(n)

Versao simplificada:

T(0) = 1

T(1) =1

T(n) = T +T(n —k — 1 aran =234, ...

(n) oﬁ%ﬁﬁ (k) +T(n )} +n paran =2,3,4,
n\01 9 3 4 5

T(n)|1 1 242 543 9+4 14+5

LVamos mostrar que T'(n) < n? + 1 paran > 0. J



Demonstracao

- Prova: Trivial paran < 1. Se n > 2 entéo

T'(n)

N2

VAN

/

max <
0<k<n—1
\

(

max <
0<k<n-—1

\

n2—n+3

n2+1.

T (k) + T(nkl)} +n

41+ (n—k—1)" + 1} +n

Prove que T'(n) > £ n” paran > 1.

o



Algumas conclusoes

T(n) € O(n?).

O consumo de tempo do QUICKSORT no pior caso
é O(n?).

O consumo de tempo do QUICKSORT é O(n?).

o

Alaoritmos — p. 17/42



Quicksort no melhor caso

W(n) := consumo de tempo minimo quandon=r —p+1 T

M(n) = Oggléig_l{M(k) +M(n—Fk—1)}+06(n)



Quicksort no melhor caso

W(n) := consumo de tempo minimo quandon=r —p+1 T

M(n) = ogrlglgig—l{M(k) +M(n—Fk—1)}+06(n)

Versao simplificada:

1
1

= £ 5
2 = c
|

' ME)+Mn—-F—1 aran =2,3,4,...
min {M(K)+ M(n— k= 1)} +n paran = 2,34,



Quicksort no melhor caso

W(n) := consumo de tempo minimo quandon=r —p+1 T

M(n) = ogrlglgig—l{M(k) +M(n—Fk—1)}+06(n)

Versao simplificada:

1
1

= £ 5
2 = c
|

' ME)+Mn—-F—1 aran =2,3,4,...
min {M(K)+ M(n— k= 1)} +n paran = 2,34,

Mostre que M(n) > (n+1)lg(n+1) paran > 1.

o |



Quicksort no melhor caso

W(n) := consumo de tempo minimo quandon=r —p+1 T

M(n) = ogrlglgig—l{M(k) +M(n—Fk—1)}+06(n)

Versao simplificada:

1
1

= £ 5
2 = c
|

' ME)+Mn—-F—1 aran =2,3,4,...
min {M(K)+ M(n— k= 1)} +n paran = 2,34,

Mostre que M(n) > (n+1)lg(n+1) paran > 1.

Isto implica que no melhor caso 0 QUICKSORT & Q(nlgn),

o |
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Quicksort no melhor caso

W(n) := consumo de tempo minimo quandon=r —p+1 T

M(n) = ogrlglgig—l{M(k) +M(n—Fk—1)}+06(n)

Versao simplificada:

1
1

= £ 5
2 = c
|

' ME)+Mn—-F—1 aran =2,3,4,...
min {M(K)+ M(n— k= 1)} +n paran = 2,34,

Mostre que M(n) > (n+1)lg(n+1) paran > 1.

Isto implica que no melhor caso 0 QUICKSORT & Q(nlgn),
Lque € 0 mesmo que dizer que o QUICKSORT é Q(nlgn). J



Mais algumas conclusoes

M(n) € ©(nlgn).

O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor
caso € (nlogn).

Na verdade ...

ol

O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor
caso € O(nlogn).

Alaoritmos

—n. 19/42



Analise de caso médio do Quicksort

presar do consumo de tempo de pior caso do QUICKSORT
ser ©(n?), sua performance na pratica é comparavel (e em
geral melhor) a de outros algoritmos cujo consumo de
tempo no pior caso é O(nlgn).

-

Por que isso acontece?



Exercicio
~ Considere a recorréncia
T(1) = 1
T(n)=T(n/3])+T(|2n/3])+n

paran =2,3.4, ...

Solucao assintotica: T'(n) € O(777), T'(n) € ©(777)

Alaoritmos — p. 21/42



Exercicio
~ Considere a recorréncia
T(1) = 1
T(n)=T(n/3])+T(|2n/3])+n
paran = 2,3,4,...

Solucao assintotica: T'(n) € O(777), T'(n) € ©(777)

Vamos olhar a arvore da recorréncia.

o



f

o

Arvore da recorrencia

otal de niveis < logs/,n



Arvore da recorrencia

-

soma em cada horizontal < n
numero de “niveis” < logs/yn
T(n) =asoma de tudo

T(n) < nlogzpn + 1+4---+1
S

logg/2 n

T(n) e O(nlgn).

o



De volta a recorrencia

T(In/3])+T([2n/3]) +n paran =2,3,4,...

n T(n)
1 1
2 1+1+4+2=4
3 1+4+4+3=28
4 4+4+4=12

-



De volta a recorrencia

T(n)=T([n/3])+T(|2n/3]) +n paran=2,3,4,...

n T(n)
1 1
2 1+1+4+2=4
3 1+4+4+3=28
4 4+4+4=12

Vamos mostrar que T'(n) < 20nlgn paran = 2,3,4,5,6,. ..

o



De volta a recorrencia

T(n)=T([n/3])+T(|2n/3]) +n paran=2,3,4,...

n T(n)
1 1
2 1+1+4+2=4
3 1+4+4+3=28
4 4+4+4=12

Vamos mostrar que T'(n) < 20nlgn paran = 2,3,4,5,6,. ..
Paran =2temos T(2) =4 <20-2-1g2.
Paran =3temos T(3) =8 <20-3-1g3.

LSuponha agora que n > 3. Entao... J



T'(n)

Continuacao da prova

T(151) + T(5 ) +n

2051 1l%] +20L %) 1g[ 5] +

n -+ 2 n 2n . 2n
2 lo — 20— lo —
0 ; (g3W+ 03 g3+n
n -+ 2 n 2n . 2n
20 lo — +1 20—1
3 (g3+ ) + 3 g ; +n
n+2. 2n 2n . 2n
20 | 20— 1
3 ©73 3 83 T

n . 2n 2 2n 2n . 2n
20710 2 190210 2 £ 207 10
383 TAUgle g T AUgrlg



Continuacao da continuacao da prova

-

<

IIIIII

B

y y
zonlgg + 141g§” +n

2 2
20nlgn+20nlg§ + 141gn + 14lg§ +n

20nlgn + 20n(—0.58) 4+ 141gn + 14(—0.58) +n
20nlgn —1In+ 141lgn — 8+ n

20nlgn — 10n 4+ 141gn — 8

20nlgn —10n 4+ Tn — 8

20n 1gn

V4



De volta a intuicao

fCertifique-se gue a conclusao seria a mesma qualquer quej
fosse a proporcao fixa que tomassemos. Por exemplo,
resolva o seguinte...



De volta a intuicao

fCertifique-se gue a conclusao seria a mesma qualquer quej
fosse a proporcao fixa que tomassemos. Por exemplo,
resolva o seguinte...

Exercicio: Considere a recorréncia

T(n)=T(In/10]) +T(|9n/10]) +n

paran =2,3,4,... e mostre que T'(n) € O(nlgn).

o |



De volta a intuicao

fCertifique-se gue a conclusao seria a mesma qualquer quej
fosse a proporcao fixa que tomassemos. Por exemplo,
resolva o seguinte...

Exercicio: Considere a recorréncia

T(n)=T(In/10]) +T(|9n/10]) +n
paran = 2,3,4,... e mostre que T'(n) € O(nlgn).

Note que, se o QUICKSORT fizer uma “boa” particao a
cada, digamos, 5 niveis da recursao, o efeito geral é o
mesmo, assintoticamente, que ter feito uma boa particao

Lem todos os niveis. J
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