Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Heapsort

CLRS 6
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Heap
fu

m vetor A[l1..m] € um (max-)heap se
Alli/2]] = Ali]
paratodoi:=2,3,...,m.
De uma forma mais geral, A[j..m] € um heap se
Alli/2]] = Al4]
paratodoi=12j5,25+1,47,...,47+3,87,...,87 +7,....

Neste caso também diremos que a subarvore comraiz j é
um heap.
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Desce-Heap

~ Recebe A[l..m] e i > 1 tais que subarvores com raiz2i e |
2i + 1 sao heaps e rearranja A de modo que subarvore com
raiz  seja heap.

N

DESCE-HEAP (A, m, i)

m—h

1

OCOWOoLONOOIA WMN

e < 21
d<+21+1
sec<me Al > Al
entao maior « ¢
senao maior < i
se d <me Ald] > Almaior]
entao maior + d
se maior # 1
entao A[i] «+» Almaior]
DESCE-HEAP (A, m, maior)
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Consumo de tempo

fh = altura de i = [1g 24|
T'(h) :== consumo de tempo no pior caso

linha todas as execucoes da linha

1-3 = 01)
4-5 = 0(1)
6 = 0O(1)
/7 = 0(1)
8 = 06(1)
9 = 0O(1)
10 < T(h-1)
total < T(h—1)+06(1)



Consumo de tempo

-

T'(h) == consumo de tempo no pior caso
Recorréncia associada:

T(h) < T(h—1)+ (1),

pois altura de maior € h — 1.
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Consumo de tempo

-

T'(h) == consumo de tempo no pior caso
Recorréncia associada:

T(h) <T(h—1)+06(1),
pois altura de maior € h — 1.

Solucéao assintotica: T'(h) € O(h).

Como h < lgm, podemos dizer que:

O consumo de tempo do algoritmo DESCE-HEAP ¢
O(lgm) (ou melhor ainda, O(h)).

o
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Construcao de um heap

- N

ecebe um vetor A[1..n| e rearranja A para que seja heap.

CONSTROI-HEAP (4, n)
2 parai<« |n/2| decrescendo ate 1 faca
3 DESCE-HEAP (A, n, )

Relacao invariante:

(10) no inicio de cada iteracao, i + 1,...,n Sao raizes de
heaps.

T'(n) := consumo de tempo no pior caso

o |



Construcao de um heap

- N

ecebe um vetor A[1..n| e rearranja A para que seja heap.

CONSTROI-HEAP (4, n)
2 parai<« |n/2| decrescendo ate 1 faca
3 DESCE-HEAP (A, n, )

Relacao invariante:
(10) no inicio de cada iteracao, i + 1,...,n Sao raizes de
heaps.
T'(n) := consumo de tempo no pior caso
Analise grosseira: T'(n) € 5 O(lgn) = O(nlgn).
LAnéIise mais cuidadosa: T'(n) & 7777, J



- Prova: o

Consumo de DESCE-HEAP (A, n, i) € proporcional a h e
h = |lg %], logo

llgn|

T(n) = Zng”J "h

ng nJ

< >k

h=1

- i—l— 2 N 3 T g n|
= "9 T 52753 5llgn)
1/

L < (1 — 1/2) = 2n. J




T(n)éO(n)
- Prova:

O consumo de tempo de DESCE-HEAP (A, n,i) é O(h),
onde h é a altura da arvore de raiz i. Logo,

lgn]

T(n) = Y 2o

h=0

-
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Heap sort

~ Algoritmo rearranja A[1 ..n] em ordem crescente. o

HEAPSORT (A, n)

0 CONSTROI-HEAP (4,n) © pré-processamento
1 m<+<n

2 para i+ n decrescendo ateé 2 faca

3 A[1] « Ai]

4 m<+m—1

5 DESCE-HEAP (A, m, 1)

Relacoes invariantes: Na linha 2 vale que:

(10) A[m ..n] & crescente;

(I1) A[1l..m] < A[m + 1];

L(iZ) All..m] & um heap. J




Consumo de tempo

linha todas as execucoes da linha

0 = 0O(n)
1 = 0O(1)
2 = 0O(n)
3 = 0O(n)
4 = 0O(n)
5 = nO(gn)
total = nO(lgn)+ O6(n) =0(nlgn)

O consumo de tempo do algoritmo HEAPSORT &
O(nlgn).
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Exercicios

Exercicio 9.A

A alturade i em A[l..m] € o comprimento da mais longa seqiéncia da forma
(filho(7), filho(filho(7)), filho(filho(filho(7))), . . .)

onde filho(7) vale 2i ou 2i + 1. Mostre que a alturade i & |lg = |.
E verdade que |lg 2| = |lgm] — |lgi]?

Exercicio 9.B
Mostre que um heap A[l..m] tem no maximo [m/2"*1] nds com altura h.

Exercicio 9.C
Mostre que [m/2"+1] < m/2" quando h < |lgm].

Exercicio 9.D
Mostre que um heap A[1..m] tem no minimo |m/2"*!| nés com altura h.

Exercicio 9.E

Considere um heap A[l..m]; a raiz do heap é o elemento de indice 1. Seja m’ 0 nUmero

de elementos do “sub-heap esquerdo”, cuja raiz é o elemento de indice 2. Seja m’’ o
Lm]mero de elementos do “sub-heap direito”, cuja raiz € o elemento de indice 3. Mostre que J

m’” <m’ <2m/3.
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Mais execicios

Exercicio 9.F

Mostre que a solugao da recorréncia

T(1) = 1
T(k) < T(2k/3)+5 parak > 2

é O(log k). Mais geral: mostre que se T'(k) = T'(2k/3) + O(1) entdo O(log k).
(Curiosidade: Essa € a recorréncia do DESCE-HEAP (A, m, 1) se interpretarmos k£ como
sendo o nimero de nds na subarvore com raiz 7).

Exercicio 9.G
Escreva uma versao iterativa do algoritmo DEeSCE-HEAP. Faca uma analise do consumo
de tempo do algoritmo.

o |
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Mais exercicios ainda

Exercicio 9.H

Discuta a seguinte variante do algoritmo Desce-HEAP:

D-H (A, m, 1)

1 e<— 21

2 d<— 2141

3 see < me Ale|] > Alil

4 entao A[i] « Ale]
5 D-H (A, m,e)
6 sed <me Ald] > Ali]

7 entaoA[i] < A[d]

8 D-H (A, m,d)

o |
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