Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.

|
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Bucketsort

CLRS sec 8.4
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Bucket Sort

fRecebe um inteiro n € um vetor A[1..n] onde
cada elemento € um numero no intervalo [0, 1).
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Devolve um vetor C'[1..n] com
0s elementos de A[l1..n| em ordem crescente.
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Bucket Sort

ecebe um inteiro n e um vetor A[1..n] onde
cada elemento € um numero no intervalo [0, 1).

47 | 93| .82 | .12 | .42 | .03 | .62 | .38 | .77 | .91
Devolve um vetor C'[1..n] com
0s elementos de A[l1..n| em ordem crescente.

03| .12 | .38 | .42 | 47 | 62| .77 | .82 | .91 | .93
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Bucket Sort

fRecebe um inteiro n € um vetor A[1..n] onde
cada elemento € um numero no intervalo [0, 1).

Devolve um vetor C'[1..n] com
0s elementos de A[l..n| em ordem crescente.

BUCKETSORT(A, n)
para: «+ 0 ate n — 1 faca
B[Z] <— NIL
para: < 1 até n faca
INSIRA(B[|n Ali]]], Ali])
para: «+ 0 ate n — 1 faca
ORDENELISTA(BJi])
C' + CONCATENE(B, n)
devolva C J

CONOOOTP~,WDN —



Bucket Sort

f BUCKETSORT(A, n)

para: <« 0 até n — 1 faca
B[Z] <— NIL

para: < 1 até n faca
INSIRA(B[|n Ali]]], Ali])

para: <« 0 até n — 1 faca
ORDENELISTA(BJi])

C' + CONCATENE(B, n)

devolva C

CONOOOTP~,WDN —

INSIRA(p, x): insere x na lista apontada por p
ORDENELISTA(p): ordena a lista apontada por p

CONCATENE(B, n): devolve a lista obtida da concatenacgao

Ldas listas apontadas por B|0],..., B[n — 1].



Consumo de tempo

fSuponha que 0s numeros em A[l..n] sao
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja 0 INSERTIONSORT.
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uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).
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(¥ _

0 se o0 j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Observe que X; = Zj Xij.

LY;: numero de comparacgoes para ordenar a lista BJi]. J



Consumo de tempo

fXZ-: numero de elementos na lista B|i] T
v 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista B[]
K 0 se o j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Y;: numero de comparacoOes para ordenar a lista BJi].



Consumo de tempo

fXZ-: numero de elementos na lista B|i] T
v 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista B[]
K 0 se o j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Y;: numero de comparacoOes para ordenar a lista BJi].

Observe que Y; < X;2.
Logo E[Yi] < E[X;%] = E[(3_; Xi5)7.

o |



Consumo de tempo

fXZ-: numero de elementos na lista B|i] T
v 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista B[]
K 0 se o j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Y;: numero de comparacoOes para ordenar a lista BJi].

Observe que Y; < X;2.
Logo E[Yi] < E[X;%] = E[(3_; Xi5)7.

B Xy) = Y Y Xij Xt
— Xzy XZjXZ
B Z +> > k |

J k#j




Consumo de tempo
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Consumo de tempo
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Consumo de tempo

fXZ-: numero de elementos na lista B|i] T
v 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista B[]
K 0 se o0 j-ésimo elemento nao foi para a lista BJi).

Y;: numero de comparacoOes para ordenar a lista BJi].
Observe que Y; < X;2. Ademais,

ZE 1Y ) B X

J k#j

Observe que X;; € uma variavel aleatéria binaria. Vamos
calcular sua esperanca:

\— E[X@'Q] = Pl"[XZ'jQ = 1] = PI‘[XU = 1] = % J



Consumo de tempo

fPara calcular E|X;; X;;| para j # k, primeiro note que
X,; e X, sao variaveis aleatorias independentes.

Portanto, E[X@]sz] = E[X@ ]E[XZ ]

Ademais, E[XZ]] = PI‘[XZ']' = 1] = %
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Consumo de tempo

fPara calcular E|X;; X;;| para j # k, primeiro note que
X,; e X, sao variaveis aleatorias independentes.

Portanto, E[ngsz] = E[XZ ]E[XZ ]
Ademais, E[XZ]] = PI‘[XZ']' = 1] =1

n

Logo, | |
Zg+x:p

J j k#j

BlYi]

I

n+ ( 1) 1
n n?

-



Consumo de tempo
fA

Note que Y € o nimero de comparacgoes realizadas pelo
BUCKETSORT no total.

Assim E[Y] € o numero esperado de comparagoes
realizadas pelo algoritmo, e tal numero determina o
consumo assintotico de tempo do BUCKETSORT.

Mas entao E[Y| = ) . E[Y] <2n —1 = O(n).

gora,sejayY = > . Y;.



Consumo de tempo
fA

Note que Y € o nimero de comparacgoes realizadas pelo
BUCKETSORT no total.

Assim E[Y] € o numero esperado de comparagoes
realizadas pelo algoritmo, e tal numero determina o
consumo assintotico de tempo do BUCKETSORT.

Mas entao E[Y| = ) . E[Y] <2n —1 = O(n).

gora,sejayY = > . Y;.

O consumo de tempo esperado do BUCKETSORT
gquando os numeros em A[l..n| sao uniformemente
distribuidos no intervalo [0,1) é O(n).

o |
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Insercao direta para vetores pequenos

Quicksort
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# Alternancia entre dois vetores

# Teste se ja ordenado

# Insercao direta para vetores pequenos

Quicksort

# Elementos repetidos: particao ternaria
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Dicas de implementacao

fI\/Iergesor’[

# Onde declarar o vetor auxiliar?

# Alternancia entre dois vetores

# Teste se ja ordenado

# Insercao direta para vetores pequenos

Quicksort

# Elementos repetidos: particao ternaria
#» Mediana de trés
# Recursao de cauda

~ » |Insercao direta para vetores pequenos



Dicas de implementacao: Mergesort

fRearranja Alp..r] em ordem crescente.

MERGESORT (A, p,r)
Sep<r
entao ¢ <~ |(p+1)/2]
MERGESORT (A, p, q)
MERGESORT (A,q+ 1,r)
INTERCALA (A, p, q,r)

OO~ 0NN =

® Onde declarar o vetor auxiliar usado no INTERCALA?

o

-



Dicas de implementacao: Mergesort

-

o

MERGESORT (A, n) +— aqui

1

MERGESORTREC (A,1,n)

MERGESORTREC (A, p,r)

1

OO~ W

Ssep<r
entao ¢ < [(p+1)/2]
MERGESORTREC (A, p, q)
MERGESORTREC (A,q + 1,7)
INTERCALA (A, p, q,r)

-

® Onde declarar o vetor auxiliar usado no INTERCALA?



Dicas de implementacao: Mergesort

-

o

MERGESORT (A, n)
1 MERGESORTREC (A,1,n)

MERGESORTREC (A, p,r)

1 sep<r

entao ¢ < [(p+1)/2]
MERGESORTREC (A, p, q)
MERGESORTREC (A,q + 1,7)
INTERCALA (A, p, q,r)

OO~ W

-

® Onde declarar o vetor auxiliar usado no INTERCALA?

® Alternancia entre dois vetores



Dicas de implementacao: Mergesort

f MERGESORT (A, n) T
1 B+ A
2 MERGESORTREC (B, A,1,n)

MERGESORTREC (A, B, p,r)
Sep<<r
entao ¢ < |(p+1r)/2
MERGESORTREC (B, A, p, q)
MERGESORTREC (B, A,q+ 1,7)
INTERCALA (A, B, p,q,r)

O~ 0w0ODND-—

® Onde declarar o vetor auxiliar usado no INTERCALA?
® Alternancia entre dois vetores

o |



Dicas de implementacao: Mergesort

~ INTERCALA (4, B,p,q,r) -
1 i1+ p J+q+1 k+p
2 enquantoi <gej <rfaca
se A[i] < Alj
entao Blk| < Ali] k<« k+1 i<+ i+l
senao Bk| «+ A[j] k<+ k+1 j <+ j+1
enquanto ; < ¢ faca
Blk] < Ali] k< k+1 i< i+1
enquanto j < r faca
Blk] < Alj] k< k+1 5+ 541

O©OoONO O1 W

® Onde declarar o vetor auxiliar usado no INTERCALA?
® Alternancia entre dois vetores

o |



Dicas de implementacao: Mergesort

- INTERCALA (4,p,q,7)
1 parai«+ paté ¢ faca B[i] + Al
2 paraj<« g+ 1atérfacaB[r+q+1— ]« Alj]
L4—p ] T
para i < p até r faca
se B|i| < B|J]
entao Alk| < BJi]
1—14+1
senao Alk| < B[/
J—J—1

O©OoONO O AW

® Onde declarar o vetor auxiliar usado no INTERCALA?
® Alternancia entre dois vetores
# Teste se ja ordenado

o

-



Dicas de implementacao: Mergesort

- INTERCALA (4,p,q,7) o
0 se Alg] > Alg+ 1] entao +— aqui

para: < p até ¢ faca B[i] + A[/]
para;j <+ ¢+ 1atérfaca B[r+q+1—j] < A[j]
14D ]
para i < p até r faca
se Bi] < Bj]
entao A[k] < BJi]
11+ 1
senao Alk] « Blj]
J=)—1

©CooNOOOTPHA~,WN =

® Onde declarar o vetor auxiliar usado no INTERCALA?
® Alternancia entre dois vetores

L # Teste se ja ordenado J



Dicas de implementacao: Quicksort

f QUICKSORT (A, p,r) T
1 sep<r
2 entao ¢ + PARTICIONE (A, p, )
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A, ¢+ 1,7)




Dicas de implementacao: Quicksort

f QUICKSORT (A, p,r) T

1 sep<r
entao (¢,t) «+ TRIPARTICIONE (A, p, )

D
3 QUICKSORT (A4, p, g — 1)
4 QUICKSORT (A, t + 1,7)

# Elementos repetidos: particao ternaria

Alaoritmos — n. 20/25



Dicas de implementacao: Quicksort

-

f PARTICIONE-ALEA(A, p, )
1 i<+ RANDOM (p,r)
2 Al < Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)
# Elementos repetidos: particao ternaria

® Mediana de trés
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Dicas de implementacao: Quicksort

f PARTICIONE-ALEA(A, p,r)
1 i+ RANDOM (p,r)
2 Al < Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

#® Elementos repetidos: particao ternaria
#» Mediana de trés

Em vez de escolher um pivo aleatoriamente,
escolhe trés elementos do vetor aleatoriamente,
e usa como pivo a mediana dos trés.

o

-



-

Dicas de implementacao: Quicksort

PARTICIONE-ALEA(A, p,r)
1 i<+ RANDOM (p,r)

2 Al < Alr]
3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

#® Elementos repetidos: particao ternaria
#» Mediana de trés

Em vez de escolher um pivo aleatoriamente,
escolhe trés elementos do vetor aleatoriamente,
e usa como pivo a mediana dos trés.

Aproveite para colocar o menor dos trés no extremo
esquerdo, e 0 maior dos trés no extremo direito,

e use-o0s de sentinela na particao!

Al

-
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Particione

fRearranja Alp..rJdemodoquep<g¢g<re
Alp..q—1] < Alq] < Alg+1..7]

Supbe que Alp] < A[r] < A[r — 1] e use A[r] como pivo.

PARTICIONE (A, p,r)

r < Alr] > x € 0 “pive”

i—p+1 j1r—2

enquanto : < ; faca
enquanto A/l <z faca: <+ i+ 1
enquanto A|j| >+ faca j «+ j — 1
se i < jentao Ali] + A[j]

Ali] < Alr]

devolva ;

ONOO1T R~ WN —



-

o

Dicas de implementacao: Quicksort

QUICKSORT (A, p,r)
1 sep<r
entao ¢ <+ PARTICIONE (A, p,r)

2
3 QUICKSORT (A, p,q — 1)
4 QUICKSORT (A,q + 1,7) «—— aqui

# Elementos repetidos: particao ternaria
o Mediana de trés
#» Recursao de cauda

-



-

o

Dicas de implementacao: Quicksort

QUICKSORT (A, p,r)

1 enquanto p < r faca <— virou enquanto aqui!
q < PARTICIONE (A, p, 1)

QUICKSORT (A, p,q — 1)

p<qg+1 <+— ajusta os parametros!

A~ WM

# Elementos repetidos: particao ternaria
#® Mediana de trés

#® Recursao de cauda
Substitua essa chamada recursiva por um enguanto.

-



Dicas de implementacao: Quicksort

f QUICKSORT (A, p,r)
1 enquanto p < r faca <— virou enquanto aqui!
q <+ PARTICIONE (A, p, r)
QUICKSORT (A, p,q — 1)
p<qg+1 <— ajusta os parametros!

~ WM

# Elementos repetidos: particao ternaria
o Mediana de trés

® Recursao de cauda
Correto: substitua a chamada da maior metade!

-



-

Dicas de implementacao: Quicksort

o o

QUICKSORT (A, p,r) T
1 enquanto p < r <— virou enquanto aqui!

2 q < PARTICIONE (A, p, 1)

3 seqg—p<r—g

4 entao QUICKSORT (A, p,q — 1)

S p+q+1

6 senao QUICKSORT (A4,q + 1,r)

/ r<q-—1

Elementos repetidos: particao ternaria
Mediana de trés

Recursao de cauda
Correto: substitua a chamada da maior metade!



-

Dicas de implementacao: Quicksort

o o

QUICKSORT (A, p,r) T
1 enquanto p < r <— virou enquanto aqui!

2 q < PARTICIONE (A, p, 1)

3 seqg—p<r—g

4 entao QUICKSORT (A, p,q — 1)

S p+q+1

6 senao QUICKSORT (A4,q + 1,r)

/ r<q-—1

Elementos repetidos: particao ternaria
Mediana de trés

Recursao de cauda
Correto: substitua a chamada da maior metade!
Profundidade da pilha da recursao: O(Ign). J



Dicas de implementacao

ﬁnsergéo direta para vetores pequenos. T
Mergesort
#® Onde declarar o vetor auxiliar usado no INTERCALA?
# Alternancia entre dois vetores
# Teste se ja ordenado

Quicksort

# Elementos repetidos: particao ternaria
# Mediana de trés

# Recursao de cauda

Heapsort
L.o Desce tudo sem comparar, depois sobe 0 que precisa. J



Comparacao entre os algoritmos

v N

ergesort:

Entre snlgnen lgn comparagdes.
Usa espaco extra linear.
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Comparacao entre os algoritmos

v N

Entre 5 nlgn e nlgn comparagoes.
Usa espaco extra linear.

ergesort:

Quicksort:

Em média, 2n1gn comparagdes (e 3 nlgn trocas).
Espaco extra logaritmico.



Comparacao entre os algoritmos

v N

ergesort:

Entre 5 nlgn e nlgn comparagoes.
Usa espaco extra linear.

Quicksort:

Em média, 2n1gn comparagdes (e 3 nlgn trocas).
Espaco extra logaritmico.

Heapsort:

Menos de 2nlgn + 2n comparacoes.
(Em média, cal para metade disso com a melhora).
Espaco extra constante.
LPerformance de cache ruim. J
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