Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Arvore geradora minima
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Uma arvore T"em G é geradora
se contém todos os vértices de G.

eja G um grafo conexo.

Problema: Dado G conexo com custo ¢, para cada aresta e,
encontrar arvore geradora em G de custo minimo.

O custo de uma arvore é a soma do custo de suas arestas.
Tal arvore € chamada de arvore geradora minima em G.

MST: minimum spanning tree
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Arestas seguras

fSeja G = (V, E) um grafo conexo.
Funcao w que atribui um custo ¢, para cada arestae € F.

A C F contido em alguma MST de (G, ¢).

Aresta e € I/ € segura para A se
A U {e} esta contido em alguma MST de (G, ¢).

Se A nao € uma MST, entao existe aresta segura para A.

GENERICO (G, ¢)

A0

enqguanto A nao é geradora faca
encontre aresta segura e para A
A<+ AUu{e}

devolva A

OO~ 0wWON =
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Se e estd em T', ndo ha nada mais a provar.

Se e nao esta em T, seja C 0 Unico circuito em T + e,
e seja f € C com ¢(f) maximo que cruza o0 mesmo corte
(distinta de e em caso de empate).

LEntéo T':=T+e— fé&MSTecontém AU {c}.n J
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O primeiro é o algoritmo de Kruskal que, em cada iteracao,
escolhe uma aresta segura mais barata possivel.

s dois proximos algoritmos se enguadram no genérico.

O algoritmo de Kruskal vai aumentando uma floresta.
O segundo é o algoritmo de Prim,

gue mantém uma arvore T que contém um vértice s,
acrescentando em cada iteracao uma aresta segura a 7.
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O primeiro é o algoritmo de Kruskal que, em cada iteracao,
escolhe uma aresta segura mais barata possivel.

s dois proximos algoritmos se enguadram no genérico.

O algoritmo de Kruskal vai aumentando uma floresta.

O segundo é o algoritmo de Prim,
gue mantém uma arvore T que contém um vértice s,
acrescentando em cada iteracao uma aresta segura a 7.

Os dois produzem uma MST de (G, ¢).
n:= |V(G)| em:=|E(G)|.
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Algoritmo de Kruskal

KRUSKAL (G, c) O

m—h

OCQCOWOO~NOOOIWN —

A<+ 0
sejamey, ..., e, as arestas de GG ordenadas por ¢
para cada u € V(G) fagca MAkeSET(u)
para: < 1 até m faca

sejam u e v as pontas de e;

se FINDSET(u) # FINDSET(v)

entao A + AU{e;}
UNioN(u, v)

devolva A



Algoritmo de Kruskal
~ KRUSKAL (G,¢) O

A<+ 0
sejamey, ..., e, as arestas de GG ordenadas por ¢
para cada u € V(G) fagca MAkeSET(u)
para: < 1 até m faca

sejam u e v as pontas de e;

se FINDSET(u) # FINDSET(v)

entao A + AU{e;}
UNioN(u, v)

OO NOO1WN —

10 devolva A

® MAKESET(x): cria conjunto unitario com elemento x;

® FINDSET(z): devolve identificador do conjunto da
particao que contém z;

L ® UNIoN(zx,y): substitui os conjuntos da particao que J
contém z e y pela uniao deles.



Algoritmo de Kruskal

f KRUSKAL (G, ¢)
1 A«

sejam ey, ..., e, as arestas de GG ordenadas por ¢
para cada u € V(G) faca MakeSeT(u)
para: « 1 ate m faca

sejam u e v as pontas de ¢;

se FINDSET(u) # FINDSET(v)

entao A <+ AU{e;}
UNION(u, v)

O OO0 NO O1 DN

—h

devolva A

Correcao:
Note que ¢; na linha 8 € uma aresta segura para A.
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Union-Find
fED boa para representar uma particao de um conjunto, e

as seqguintes operacoes sobre a particao:

® MAKESET(x): cria conjunto unitario com elemento x;

® FINDSET(x): devolve identificador do conjunto da
particao que contém z;

# UNIoN(x,y): substitui os conjuntos da particao que
contém x e y pela unido deles.

Custo de pior caso de cada operacao: O(lgn).
Custo amortizado de cada operagao: O(Ig™ n).

LAnéIise amortizada: topico a ser visto depois da prova.
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KRUSKAL (G, ¢)
A
sejam ey, ..., e, as arestas de G ordenadas por ¢
para cada u € V(G) faga MakeSET(u)
para: < 1 até m faca

sejam u e v as pontas de ¢;

se FINDSET(u) # FINDSET(v)

entao A «+ AU {e;}
UNIoN(u, v)

OCQCOWoO~NOOOTIWN —

—h

devolva A

Consumo de tempo do union-find:
MakeSET : O(1) FinoSeT € Union : O(lgn)
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f KRUSKAL (G, ¢)
A+
sejamey,...,e,, as arestas de G ordenadas por ¢
para cada u € V(G) faga MakeSET(u)
para: < 1 até m faca

sejam u e v as pontas de ¢;

se FINDSET(u) # FINDSET(v)

entao A «+ AU {e;}
UNIoN(u, v)

OCQCOWoO~NOOOTIWN —

—h

devolva A

Consumo de tempo do union-find:
MakeSET : O(1) FinoSeT € Union : O(lgn)

LConsumo de tempo do Kruskal: O(mlgn) J
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