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n participantes m itens

Valoragdes: para cada i € [n],
um valor v;(S) para cada S C [m].

Alocacdo: conjuntos Si,..., S, de itens tq
SiNS; =0 para todo i # j.

Bem-estar social: >~7_; vi(5;).

Alocacdo socialmente eficiente:
maximiza o bem-estar social.

Valoracdes sdo informacdo privada.

Queremos métodos eficientes e a prova de estratégia
para maximizar o bem-estar social.
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n participantes m itens

Valoragdes: para cada i € [n],
um valor v;(S) para cada S C [m].

Alocacdo: conjuntos Sy, ..., S, de itens tq
SiNS; =0 para todo i # j.

Objetivo: maximizar o bem-estar social Y ; vi(S;).

Vamos descrever esse problema como um MIP.

MIP: programa linear inteiro.
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Formulacao linear inteira

Variaveis binarias: x; s = 1 sse i recebe S.

MIP: encontrar x que
maximize > 7 1 3 gc [y Xi,sVi(S)
Sujeito a 3 gy Xi,s < 1 para cada i € [n]
2712 sCmljes Xi,s <1 para cada j € [m]
xis €40, 15 para cada i € [n] e cada S C [m].

» Primeira desigualdade garante que
cada participante recebe no maximo um subconjunto.

» Segunda desigualdade garante que
cada item vai para no maximo um participante.

» Funcdo objetivo calcula o bem-estar social maximo.
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Relaxacao linear inteira

LP: encontrar x que
maximize > 3 gc(m) Xi,sVi(S)
sujeito a D gc () Xi,s < 1 para cada i € [n]
>y ZSQ[m]:jES xis <1 paracadaj € [m]
0<xjs <1 paracadaié€[n]ecada$C [m].

Dual: encontrar u e p que
minimizem 3771 Ui + 3 jc(m) P
sujeitos a uj + Y ics Ppj > v,-(]S) para cada S C [m]

up>0, pj>0 paracadai€[n]eje[m].

Os nomes u; e p; sdo propositais, pois,
)j
quando ha solucdo 6tima inteira,
estes valores tém exatamente as respectivas interpretacdes.
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Equilibrio Walrasiano

Exemplo onde n3o ha equilibrio Walrasiano:

Dois itens, a e b, e dois jogadores, Alice e Bob,
com as seguintes valoracdes

v(a) | v(b) | v(ab)
Alice | 2 2 2
Bob 0 0 3

O étimo é dar {a, b} para Bob e deixar Alice sem nada.

Mas o conjunto vazio s6 € uma demanda para Alice
se os precos de a e b forem pelo menos 2
e o prego de {a, b} for pelo menos 4.

Mas, neste caso, {a, b} n3o seria uma demanda para Bob.
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Equilibrio Walrasiano

Dados pregos p1, ..., pm para os itens,
uma demanda para o participante j é
um conjunto S C [m] que maximize sua utilidade

ui(S) = vi(S) = Xjes pj-
Equilibrio Walrasiano: precos em que todo participante recebe uma
demanda e itens n3o vendidos tém preco nulo.

Primeiro Teorema do Bem-Estar Social: Se existe equilibrio
Walrasiano, entdo ele maximiza o bem-estar social.

Segundo Teorema do Bem-Estar Social:
Se existe solu¢do inteira 6tima para o LP,
ent3o ela corresponde a um equilibrio Walrasiano.

Corolario: Um equilibrio Walrasiano existe
sse o LP tem solucdo inteira.
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OR: valoragdo (S1,p1) OR---OR (Sk, pk)

v(S): valor maximo das colegGes validas (disjuntas de S;'s)
(o valor da colegdo é a soma dos valores)

XOR: valoragdo (S1,p1) XOR--- XOR (S, pk)

v(S): max{p;: S; C S}

Qualquer valoracio pode ser escrita com o XOR.
(Lembre-se do free-disposal.)

OR representam valoracdes superaditivas:

v(SUT)>v(S)+ v(T) para S e T disjuntos
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Combinacoes de OR e XOR

Dadas valoracdes u e v, temos as seguintes valoraces:
» (v XOR u)(S) := max{v(S),u(S)};
» (v OR u)(S) :=max{v(R)+u(T): R, TCS, RNT =0}

Exemplo: Férmula (({a, b},3) XOR ({c},2)) OR ({d},5)
atribui valor 3 para o conjunto {a, b,c} e 8 para {a, b, d}.

Valoragdo simétrica: v(S) depende apenas de |S|.

Valoragado decrescente (downward sloping):

S
v(S) = J|:|1 pj, onde p1 > po > -+ > pp,.

Lema: Férmulas OX/XOR podem representar qualquer valoragdo
simétrica decrescente sobre m itens com tamanho m?2.
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Reducao de XOR para OR

Podemos simular XOR usando OR:
Valoragdo (S1, p1) XOR - - XOR (S, pk):
v(S) = max{p; : 5; C S}

Adicione um item artificial x e a valorac3o
(51, p1) OR---OR (S, px) com S/ = S; U {x} imita a anterior.

Valoragdo OR™ para i: férmula OR com os itens [m] U D;,
onde D; é o conjunto de itens artificiais usados apenas por /.

Teorema: Valoragdes OR/XOR de tamanho s podem ser
representadas por valoracdes OR* de tamanho s usando no
maximo s? itens artificiais.
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Consequéncias

Qualquer valoragdo OR/XOR pode ser escrita com OR*.

Qualquer algoritmo de determinacio de vencedores
pode olhar uma valoracdo OR*
como uma valoracdo OR em mais itens.

E qualquer valoracdo OR pode ser olhada como
uma colecio de participantes de objetivo Gnico.

Ent3o algoritmos projetados
para participantes com objetivo Gnico podem ser aplicados
para participantes com valoragdes OR/XOR!



