Quicksort e Select Aleatorizados

CLRS Secs 7.3,7.4e9.2
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Relembremos o Particione

Rearranja A[p..r] demodoque p<g<re
Alp..g-1]<Alq] < Alg+1..r]

PARTICIONE (A, p, )

1
2
3
4
5
6
7
8

x < Alr] > x é o “pivd”

j—p-1

paraj < p até r—1 faga
se A[j] <x

entaoi«—i+1
Ali] & A[]
Ali+1] & Alr]
devolvai+1

Invariantes: no comeco de cada iteracao de 3-6,
(iI0)Alp..i] <x (i1) A[i+1..j-1]>x
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Relembremos o Particione

Rearranja A[p..r]demodoquep<qg<re
Alp..q-11<Alq] <A[g+1..r]

PARTICIONE (A, p,r)

1 x<A[r] > x é o “pivd”
2 i« p-1

3 paraj<« patér—1faca
4 se A[j] < x

5 entidoi«—i+1

6 Ali]l & A[j]
7 Ali+1l] < Alr]

8 devolvai+1

Consumo de tempo: ©(n) onde n :=r —p.

Analise de Algoritmos — 2° sem 2019 3/51



Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM(p,r)

2 Ali]< Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, )
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM(p,r)

2 Ali]< Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, )

QuUICKSORT-ALEA (A, p, )

1 sep<r

2 entdo q < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALEA (A, p, g —1)
4 QuickSoRrT-ALEA (A, g+ 1,r)
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Como analizar?

Vamos estimar o tempo médio...
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Como analizar?

Vamos estimar o tempo médio ... do que, mesmo?
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Como analizar?

Vamos estimar o tempo médio ... do que, mesmo?

> Fixe uma permutacao.

Analise de Algoritmos — 2° sem 2019 8/51



Como analizar?

Vamos estimar o tempo médio ... do que, mesmo?

> Fixe uma permutacao.

> Considere as varias execucoes do QUICKSORT-ALEA em
cima dela, com a distribuicao de probabilidade dada pelos
sorteios ao longo de cada execucao.

Analise de Algoritmos — 2° sem 2019

9/51



Como analizar?

Vamos estimar o tempo médio ... do que, mesmo?

> Fixe uma permutacao.

> Considere as varias execucoes do QUICKSORT-ALEA em
cima dela, com a distribuicao de probabilidade dada pelos
sorteios ao longo de cada execucao.

» Determine o tempo médio para essa permutacao.
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM(p,r)

2 Ali]l e Alr]

3 devolva PaRrTICIONE (A, p,r)
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM(p,r)

2 Ali]l e Alr]

3 devolva PaRrTICIONE (A, p,r)

QuICKSORT-ALEA (A, p, )

1 sep<r

2 entdo q < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALEA (A, p, g —1)
4 QuickSoRT-ALEA (A, g+ 1,r)
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM(p,r)

2 Ali]l e Alr]

3 devolva PaRrTICIONE (A, p,r)

QuICKSORT-ALEA (A, p, )

1 sep<r

2 entdo q < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALEA (A, p, g —1)
4 QuickSoRT-ALEA (A, g+ 1,r)

Consumo esperado de tempo?
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i< RANDOM(p,r)

2 Ali]l e Alr]

3 devolva PaRrTICIONE (A, p,r)

QuICKSORT-ALEA (A, p, )

1 sep<r

2 entdo q < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALEA (A, p, g —1)
4 QuickSoRT-ALEA (A, g+ 1,r)

Consumo esperado de tempo?

Basta contar o nimero esperado de comparacoes na linha 4
do PARTICIONE.
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Consumo esperado de tempo

Basta contar o nimero esperado de comparacoes na linha 4
do PARTICIONE.

PARTICIONE (A, p, r)

1 x<A[r] > x é o “pivd”
2 i« p-1

3 paraj<«<patér—1faca
4 se A[j] < x

5 entdoi«—i+1

6 All] & ALl
7 Ali+1] o Alr]

8 devolvai+1
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Consumo de tempo esperado

Suponha A[p..r| permutacdode 1..n.

Xap = nuUmero de comparacdes entre a e b na
linha 4 do ParTICIONE do QuickSort-Ale;

Queremos calcular

X = total de comparagdes “Alj] < x”
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Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

X 1 seprimeiropivbem{a,...,.b}éaoub
ab ™1 0 caso contréario

Qual a probabilidade de X, valer 1?
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Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

X 1 seprimeiropivbem{a,...,.b}éaoub
ab ™1 0 caso contréario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 n 1
b-a+1 b-a+l1

Pr{X,,=1} = = E[Xap]
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Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

X 1 seprimeiropivbem{a,...,.b}éaoub
ab ™1 0 caso contréario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 1
Pr{X, =1} = = E[X
I‘{ ab } b—a+1+b—a—|—1 [ab]
n-1 n
=3 Y K
a=1lb=a+1
E[X] = 22?2
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Consumo de tempo esperado

n-1 n
EX] = ) ) ElXu)

a=1b=a+1
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Consumo de tempo esperado

n-1 n
EX] = ) ) ElXu)

a=1b=a+1
n-1 n

= ) ) Pr{xp=1)

a=1b=a+1
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Consumo de tempo esperado

n-1 n
EX] = ) ) ElXu)

a=1b=a+1
n-1 n

= ) ) PriXe=l)
a=1b=a+1
n-1 n

=) :
a=1lb=a+1 b-a+l
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Consumo de tempo esperado
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E[X]

n-1 n
) ) EXw)

a=1b=a+1
n-1 n
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Consumo de tempo esperado
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E[X]

n-1 n
) ) EXw)

a=1b=a+1
n-1 n

Y ) Prix,=1)

a=1b=a+1
n-1

24/51



Consumo de tempo esperado
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E[X]

n-1 n
) ) EXw)

a=1b=a+1
n-1 n

Y ) Prix,=1)

b=a+1

a
2n(H,-1) < 2nlInn
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALEA € O(nlogn).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do algoritmo
QUICKSORT-ALEA é O(nlogn).
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Pratica

1. Eliminar recursaode caudae...
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Pratica

1. Eliminar recursaode caudae...

2. Parar arecursao quando n chega num certo ponto
(n =~ 10). No final, fazer uma passada do
ORDENA-POR-INSERCAO.
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Pratica

1. Eliminar recursaode caudae...

2. Parar arecursao quando n chega num certo ponto
(n =~ 10). No final, fazer uma passada do
ORDENA-POR-INSERCAO.

3. TiIMSoRT. Algo parecido, mas baseado no MERGESORT.

Usado no python.
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Pratica

1. Eliminar recursaode caudae...

2. Parar arecursao quando n chega num certo ponto
(n =~ 10). No final, fazer uma passada do
ORDENA-POR-INSERCAO.

3. TiIMSoRT. Algo parecido, mas baseado no MERGESORT.

Usado no python.
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Pratica

1. Eliminar recursaode caudae...

2. Parar arecursao quando n chega num certo ponto
(n =~ 10). No final, fazer uma passada do
ORDENA-POR-INSERCAO.

3. TiIMSoRT. Algo parecido, mas baseado no MERGESORT.
Usado no python. Nao esta em livros ainda, mas esta na
Wikipedia e no cédigo do python, super-explicado.
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k-ésimo menor elemento

CLRS 9
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k-ésimo menor

Problema: Encontrar o k-ésimo menor elemento de A[1..n].

Suponha A[l..n] sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 é o0 4° menor elemento de:

1 10
22199328834 |33 |11|97|55]|66
1 4 10
1112213233 |34|55|66|88|97 |99
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Mediana

Mediana é o [”glJ—ésimo menor ou o [”erl-‘—ésimo menor
elemento.
Exemplo: a mediana é 34 ou 55:

1 10

22199328834 |33|11|97 55|66 A

1112232133 |34|55|66|88|97 |99 | ordenado
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k-ésimo menor

Recebe A[l..n]ektalquel <k <n
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[1..n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A,n)
2 devolva A[K]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é ©(nlgn).

Analise de Algoritmos — 2° sem 2019 35/51



k-ésimo menor

Recebe A[l..n]ektalquel <k <n
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[1..n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A,n)
2 devolva A[K]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é ©(nlgn).

D& para fazer melhor?
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Menor

Recebe um vetor A[1..n] e devolve o valor do menor elemento.

MENOR (A, n)

1 menor « A[1]

2 parak < 2aténfaca

3 se A[k] < menor

4 entdo menor « A[k]
5 devolva menor

O consumo de tempo do algoritmo MENOR é O (n).
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Segundo menor

Recebe um vetor A[1..n] e devolve o valor do segundo menor
elemento, supondo n > 2.

SEG-MENOR (A, n)

1 menor « min{A[1],A[2]} segmenor « max{A[1],A[2]}
2 parak <« 3aténfaca

se A[k] < menor

4 entdo segmenor <— menor

5 menor « A[k]

6 sendo se A[k] < segmenor
7
8

w

entdo segmenor « A[k]
devolva segmenor

O consumo de tempo do SEG-MENOR é O(n).
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Algoritmo linear?

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o k-ésimo menor?

Analise de Algoritmos — 2° sem 2019

39/51



Algoritmo linear?

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o k-ésimo menor?

Sim!

Usaremos o PARTICIONE do QUICKSORT!
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Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 k < Ranpom(p,r)

2 Alk] e Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p, r, k)
se p = r entdo devolva A|[p]
g < PARTICIONE-ALEA (A, p, )
sek=qg-p+1
entdo devolva A[q]
sek<g-p+1
entdo devolva SELECT-ALEA(A,p, g —1,k)
sendo devolva SELECT-ALEA (A, g+1,r, k—(g—p+1))

NOO U~ WNRE
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Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 k < Ranpom(p,r)

2 Alk] e Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p, r, k)
se p = r entdo devolva A|[p]
g < PARTICIONE-ALEA (A, p, )
sek=qg-p+1
entdo devolva A[q]
sek<g-p+1
entdo devolva SELECT-ALEA(A,p, g —1,k)
sendo devolva SELECT-ALEA (A, g+1,r, k—(g—p+1))

NOO U~ WNRE

Consumo esperado de tempo?
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Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 k < Ranpom(p,r)

2 Alk] e Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p,r)

SELECT-ALEA (A, p, r, k)
se p = r entdo devolva A|[p]
g < PARTICIONE-ALEA (A, p, )
sek=qg-p+1
entdo devolva A[q]
sek<g-p+1
entdo devolva SELECT-ALEA(A,p, g —1,k)
sendo devolva SELECT-ALEA (A, g+1,r, k—(g—p+1))

NOO U~ WNRE

Consumo esperado de tempo?
X = nimero de comparacdes no PARTICIONE-ALEA
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Consumo de tempo esperado

Suponha A[p..r] permutacdode 1..n.

Xap = numero de comparagdes entre a e b na
linha 4 do PARTICIONE do SELECT-ALEA.

Observe que X, ndo é a mesma de antes.

De novo, queremos calcular

X = total de comparagdes “Alj] < x”

Analise de Algoritmos — 2° sem 2019

44/51



Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.
Supondo a < b,

X — 1 seprimeiro pivdb em {a,...,n|}éaoub
ab 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?
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Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.
Supondo a < b,

1 seprimeiro pivdb em {a,...,n|}éaoub
Xab =

0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

1 . 1
n—-a+1 n-a+1

Pr{Xab:]-l }: = E[Xab]
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Consumo de tempo esperado

Vamos supor que k = n.
Supondo a < b,

X — 1 seprimeiro pivdb em {a,...,n|}éaoub
ab 0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 1?

PriXsp=1| } =

E[X] = 22?7
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Consumo de tempo esperado

n-1 n n-1 n
EX] = ) ) EXapl =) ) Pr{Xp=1)

a=1lb=a+1 a=1lb=a+1

n-1 n

2

n—a+1
a=1b=a+1 T

= 2(n—a)

n—-a+1

|
e

7
IR

< 2 < 2n.

)
Il
N
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Consumo de tempo esperado

n-1 n n-1 n
EX] = ) ) EXapl =) ) Pr{Xp=1)

a=1lb=a+1 a=1lb=a+1

n-1 n

2

n—a+1
a=1b=a+1 T

= 2(n—a)

n—-a+1

|
e

7
IR

< 2 < 2n.

)
Il
N

Exercicio: Refaca os céalculos para um k arbitrario.
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Conclusao

O consumo de tempo esperado do algoritmo SELECT-ALEA
é O(n).
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Proxima aula

CLRS Cap 6 Heapsort
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